DSn°1 - lundi 23 septembre 2024

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements seront prises en compte dans la notation. Les candidats sont invités a encadrer
les résultats de leurs calculs. Il est demandé également de numéroter les pages et de numéroter les
questions.

Exercice 1

On pourra utiliser sans justification que 2 < e! < 3.

. . . In(n
On s’intéresse dans cet exercice a la série de terme général u,, = (—1)" (n) pour n > 1.
1
1. On note : Vn > 1, w, = T In(n).
k=1

1
(a) Rappeler les développements limités en 0 a 'ordre 2 de In(1 + z) et T+ 2
x
1
(b) Montrer alors que : wy+1 — wy, W T

(¢) Montrer que la série de terme général (w41 — wy,) converge, puis que la suite (wy)
converge vers un réel v, appelé constante d’Euler.

In(t)
t

2. Etudier les variations de la fonction ¢ : t sur |0,+o0o[. Dresser le tableau de

variations de la fonction ¢ en précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.

3. On note pour tout entier n > 1, S, = Z U

(a) Montrer que les suites (S2,)n>2 €t (S2n+1)n>2 sont adjacentes.

(b) Montrer que la série de terme général u,, converge. Est-elle absolument convergente ?

n
4. On note pour tout entier n > 1, v, = Z —

(a) Justifier que pour tout entier n > 3, on a :

n+1
In(n+1) </ ln(t)dt
n+1 n t

(b) En déduire que la suite (vy,),>3 est décroissante et convergente.

2n
In(2k) In(k) puis que

n
5. Montrer que pour tout entier n > 1, So, = 2 Z o7 A
k=1 k
[In(2)]?
2

1

San = 1n(2) —In(2) In(n)

+ Un — Von —

6. Démontrer alors que :
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Exercice 2 - intégrales et séries

17144277
Pour tout n € N, on note a,, le réel défini par : a, = / [ 5 ] dt
0

Soit x un réel, on se propose d’étudier la série de terme général u, (x) = a,z"

1. Etude de la suite (ay)nen
(a) Montrer que : Yt € [0,1], 2t < 1+1t> <1+t
(b) En déduire que :

1 2
Y N, — < < .
ne ’n+1_an_n+1

(¢) En déduire la limite de la suite (ay)nen-

(d) Donner la valeur de ag. A l'aide d’une intégration par parties, établir la relation
suivante :

VneN, 2n+3)ant1 =1+ (n+ 1)ay,.
(e) Ecrire en Python une fonction d’intitulé def a(n): qui donne a,, en fonction de n.

2. Etude de ’absolue convergence de la série

Donner une condition nécessaire et suffisante sur x pour que la série de terme général u, (x)
soit absolument convergente (on pourra distinguer les cas |z| > 1 et |z| < 1)

3. Somme de la série pour —1 < x < 1.

Soit x un réel fixé, tel que —1 < x < 1.

(a) Montrer que :

Vte[0,1], 2—z—at>> (1 —2) >0

| W

1
2
b) Justifier 'exist de 'intégral = [ —— dt
(b) Justifier 'existence de U'intégrale f(z) /0 S ——
(c) Soit n un entier naturel.

i. Montrer que :

Zuk(af):f(x)—x"+1/012 2 [”;TH .

—x — xt?

8|z | 1
“3n+2)(1—x)

(d) Montrer enfin que la série de terme général u,,(x) est convergente et expliciter sa somme
en fonction de f(x).

(e) Ecrire en Python un programme calculant et affichant une valeur approchée de f(x) a
107P pres, ou z et p sont donnés par l'utilisateur.
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Préliminaire
1
1. Justifier que V¢ € [0, +o0[, 1 — ¢ < 117 <1

2

2. En déduire que : Yu € [0, +oo|, u — % <In(l+4+u) <wu.

‘PARTIE I: gestion d’un produit‘

Soit f une fonction continue sur [0, 1] et a valeurs dans [0, +o0[.
(1 f ( ))
n

(a) A l'aide du préliminaire, établir que pour tout n € N*|

::]:

Pour tout x € [0, 1] et tout n € N*, on pose : u,(x
k

Il
—

1. Soit x € [0,1].

n

Iy - sz P < Inun(e) < 537
k=1

k=1

1
(b) En déduire que lim w,(x) = exp (ac/ f(t)dt).
n——+0o00 0

n
2. Pour tout z € [0, 1], calculer lim (1 T )
n——+o00 Pty k+n

n
. . n
3. Pour tout n € N*, on note P, = k”l (1 + n?+k‘2)

(a) Calculer lim,—4 o0 Py

(b) Ecrire en Python une fonction intitulée def P(n):, calculant P,. Quelle ligne ajouter
au script pour vérifier la cohérence avec le 3.a ?

‘PARTIE IT : Etude d’une série de Riemann‘

1. Soit g une fonction de classe C! sur [0, 7].
™
Montrer, & I’aide d’une intégration par parties que lim g(t) sin(At)dt = 0
A—+o00 0

2. Soit ¢ la fonction définie sur [0, 5] par ¢(0) =1 et Vo €]0,%],p(z) = 52

(a) Montrer que ¢ est dérivable en 0 et préciser la valeur de ¢'(0).
(b) Montrer que ¢ est de classe C! sur [0, g]

3. (a) Pour (a,b) € R?, citer les formules classiques donnant sin(a + b) et sin(a — b).

n (2n+1)
" 1 S1n ( 2 )
(b) Montrer que : Vn € N*,Vt €]0, 7], E cos(kt) = —=+ ———_~

Pt 2 2sin (i)
™ t2
4. (a) Calculer/ < - t> dt
0 2
2

2
4 1
(b) Etablir que, pour tout k € N* : /0 <2t7r - t> cos(kt)dt = ye)
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1 72 Tt t (2n + 1)t
5. (a) Montrer que : Vn € N ,kg_l 2= 6 —I—/O (27r > @ <2> sin < 5 dt

+0o0

1 1
(b) Justifier la convergence de la série de terme général — et préciser la valeur de Z
n

—5-
n
n=1

‘PARTIE IIT : Etude d’une suite d’intégrales‘

n n
1 1
. . _ 1 _ s . o
Pour tout n € N*, on note : A,, = kgl p et By, = kgl 72 et on considére la fonction f, définie

sur [0, +oo[ par :

n

n! k
Vo >0, fo(z) = (x+1)(z+2)...(x+n) :,};‘[15”+k

1
ainsi que les intégrales : I, = / fo(z)dz, J, = /
0 0

L 1
van fn(z)dz et K, = / fn(z)dz.
ver

1. (a) Calculer I; et I.

(b) Montrer que la suite (I,),,cy- converge.

(b) En déduire que : A, In(n).

nﬁfioo
3. (a) Pour n € N* et & > 0, exprimer g,(z) = —In (f,(z)) a aide d'une somme.
22
(b) Montrer que : Vz € [07 +00 [, Vn € N*, e ™4 < f,(z) < ez Brmvdn

(¢) Pour tout = € [0, 400 [, déterminer limy, o fn(2)

1

1
VAn Bn [ VAn
4. (a) Montrer que, pour tout n € N*,/ e Andy < J, < e24n / e Andy
0 0

(b) En déduire que : J, 1

~Y
n—-+00

Bn
5. (a) Montrer que : Vn € N*,0 < K, < e*\/ﬂ_%

n

(b) Montrer que : K, = 0n—+00 <i)

6. Déterminer enfin un équivalent simple de I, lorsque n tend vers 400, préciser la limite de
(In),en- ainsi que la nature de la série de terme général I,,.
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