Devoir d’entrainement - algébre linéaire et
réduction

‘ Problémes : matrices compagnons et endomorphismes cycliques‘

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére un espace vectoriel E sur R de
dimension n, et de base C = (e1,e3--- ,€,).
Soit f un endomorphisme de E et deux polynomes R € R[X] et S € R[X],
avec R =" rp. X",

Rappels :
e R(f) est 'endomorphisme de E ott R(f) = rp. f™ + 71 f™ 4+ 41 f + 10 Idp.

o (RS)(f) = R(f) o S(f) = S(f) o R(f)-

Définition 1 : f € L(E) est cyclique si et seulement si :
il existe un vecteur u de E tel que la famille B = (u, f(u),---, f*'(u)) soit une base de
E.

Définition 2 : Soit (ag, a1, -+ ,an—1) € R® et T € R,[X], ou
T=X"+a,1 X" 14+ +a1 X + ag.
On associe a ce polynéme la matrice C' dite matrice compagnon de 7', ou :

0 ... ... ... 0 —ay
1 . —ay
0
c=|" € My(R)
. . 0 —Qp—2
0o ... ... 0 1 —Up—1

I. Un cas particulier

On considére ici £ = R?, muni de sa base canonique C = (ej, e, €3).
Soit T = X3+ X2 —2X et f € L(E) telle que

F = Matce(f) =

O = O
_ o O
(3]

est la matrice compagnon de T'.

1. Vérifier que f est cyclique et que T est un polynéme annulateur de f.

2. (a) Déterminer les valeurs propres de f et justifier que f est diagonalisable.

(b) Déterminer une matrice P € M;3(R) inversible telle que P~L.F.P = D soit
diagonale. Préciser D.
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3. On suppose qu’il existe g € L(E) tel que gog = f.
Soit w un vecteur propre de f associé¢ & A la plus petite des valeurs propres de f.
Justifier qu’il existe un réel « tel que g(u) = c.u. Exprimer alors X en fonction de a.
Que peut-on en conclure ?

II. Un deuxiéme cas particulier

Ici E =R,_1[X], de base canonique C = (1, X,--- , X"1).
Soit f l'application définie sur E par : VP € R,_4[X], f(P) = P".

4. Vérifier que f est un endomorphisme de E et que " = Og(g).
f est-il diagonalisable ? Déterminer Im(f) et Ker(f).

(a) Soit U = X"~ 1. Veérifier que B = (U, f(U),---, f*"1(U)) est une base de E.
f est donc cyclique.

ot

(b) Vérifier que la matrice de f dans la base B est la matrice compagnon C' associée
a un certain polynome 7.
Ecrire un script en Scilab qui demande n, qui construit et affiche la matrice C'.

ITI. Cas général

Ici E = R™ muni de sa base canonique C = (eg, €2, , €y).
Soit (ag, a1, -+ ,a,-1) € R" et T € R,[X] tel que

T=X"4+a X" '+ +a X +ag

On note C' la matrice compagnon de 7" et f I’endomorphisme de F de matrice C
dans la base canonique.

6. Exprimer, pour tout i € [[1,n — 1]], f(e;) et fi(e1) en fonction de e;41.

Préciser f™(eq).
Vérifier que f est cyclique.

7. On note g l'endomorphisme g = T(f) = f* + a1 f" '+ -+ arf + apldp.

a) Vérifier que pour tout i € N, go fi = fiog.

(
(b
(c
&

Veérifier que g(e;) = O et justifier alors que pour tout ¢ € [[1,n]], g(e;) = Op.

Montrer que le polynéme 7" est annulateur de f.

NN N N

Ecrire un script en Scilab permettant de construire une matrice A € M, (R)
telle que Y p_, k.A¥ = 0.

8. (a) Soit A une racine du polynome T'.
1l existe donc Q € R, 1[X] ot Q = b, 1. X" L+ - 4+ b X + by tel que

T = (X~ \.Q ctonaT(f)=(f — \dg) o Q(f) = Orery

En calculant Q(f)(e1), justifier que Q(f) # Ozp). En déduire que A est une
valeur propre de f.

(b) Justifier que les valeurs propres de la matrice C' sont les racines de T'.

N. Marconnet - Lycée Saint Just 2 Année 2021-2022



9. (a) Soit A une valeur propre de C. Justifier que la matrice C' — \.I,, est de rang
supérieur ou égal a n — 1.
En déduire que chaque sous-espace propre de C' est de dimension 1.
(b) En déduire que C est diagonalisable si et seulement si 7" admet n racines deux
a deux distinctes.

10. On suppose ici que T'admet n racines deux a deux distinctes Aq, ..., A, qui sont les valeurs propres de C.
On note B = 'C' la matrice transposée de C.

(a) Démontrer que B et C' ont le méme spectre.

1
A

(b) Soit A une valeur propre de B. On note U = A € M, 1(R).

An‘—l
Justifier que Ker(B — A.1,) C Vect(U) puis que Ker(B — A.I,) = Vect(U).
(¢) On note

1 1 e 1
AL A A
v=| X A o A | e M, (R)
)\;L—l )\;L—l . )\;L—l

Justifier alors que V est inversible (ne pas calculer V1) et donner en le justifiant
la matrice D = V~1.B.V

11. Application & un cas particulier : ici 7 = (X —1)---(X —n) = [[,_;(X — k).
Ecrire un script qui détermine et affiche la matrice V' associée a T' et la matrice C.

12. Une réciproque : soit kA un endomorphisme de E admettant n valeurs propres 2 a 2
distinctes Aj, ..., Ay.
h est donc diagonalisable et il existe une base C' = (e}, €5, ,el,) de E telle que
pour tout k € [[1,n]], h(e},) = Ag-€}.
Soit u = €} +e5+---+el,. Alaide de la matrice V' (ou de sa transposée...), justifier
que B = (u, h(u), - ,h"1(u)) est une base de E.
h est donc cyclique.
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