Corrigé du DS n° 1

‘Exercice 1- Ecricome‘

On s’intéresse dans cet exercice a la série de terme général u, = (—1)" pour n > 1.

,In(n)
n
1. (a) On rappelle que les DL a l'ordre 2 en 0 de In(1 + z) et m sont :

22 1
In(l+z)=x— > +0s0(2?) et 152 1—x+2%+ 0,50(?)

(b) Pour tout n € N*,
—In(n+1) + In(n)

1
- 111(1 + E)

Wn+1 — Wn 1

n
1
n'1l+

1
n

Comme Ilmn_.+oo(%) =0, d’aprés les DL précédents on a

1 1 1 1
T L T oGy
1 1 1 1
In(l4+=-)=-—
n( +n) n 2n2 +0"_’+°°(n )
D’otu en réinjectant :
1 1 1 1 1 1 1
nil —Wnp = —.(1—— n—tool(—3) — (= — n—+o0(
Wnt1 — W n( o Tz T oot (nz) (n oz T On—t (nl))
1 1 1 1 1
= ;_§_7 2Z+0n~>+ac(n2)
= _ﬁ"‘onﬁi»oo(ﬁ)
P 1
On en déduit enfin que | wy,4+1 — wy, o "7

(c) La série de terme general ﬂz est convergente (serle de Riemann, o = 2 > 1). Par critére
(Wp41 — wy) converge ‘

d’équivalence pour les séries a termes négatifs,
Notons pour tout n € N*, S, = >7'_| (w41 — wy) la somme partielle de cette série. D’apres ce
qui précede, il existe un réel [ tel que

+o00

im S, = Z Wil — W) =1
n—too ( k1 k)
k=1
Or
n—1
Sn_1= Z(wkﬂ —wg) =w, —w;  par télescopage
k=1

D’ou en passant a la limite, lim,,_, oo Wy, —wy = I, donc lim,,—, o wy, = 1+ w1.

‘ La suite (w,) converge vers un réel v ‘
Ce réel est appelé la constante d’Euler

2. La fonction ¢ est dérivable sur |0; +oo[ comme quotient de fonctions dérivables. Pour tout ¢ €]0; +o00],

(=100

¢’ (t) est donc du signe de 1 — In(¢), d’ot le tableau de variations suivant :
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t 0 e +o00
©'(t) + 0 -
1
o(t) / \
—00 0

ln(f)

= 0 par croissance comparées.

En ce qui concerne les limites : lim;_, 4
ln(L)

lim¢_,04 In(t) = —oo donc par quotient de hmltes limy g+ —00.

3. (a) e Pour tout n>2,

In(2n+2) In(2n+ 1)

S2n+2 — Szn = mt2 Ml (271 + 2) (27’L + 1)

D’apres la question précédente, la fonction ¢ est décroissante sur [e, +00[. Comme 2n+2 > ¢
et 2n+1 > e on a donc p(2n+2) —¢(2n+1) < 0 donc ‘ la suite (S2y)n>2 est décroissante.

1)

e Pour tout n > 2,

In(2n+3) In(2n+2)

Sonis — S =— — =—p(2n+3)—p(2n+2)>0
2n+3 2n+1 M3 M2 e@2n+3) —p(2n+2) >

2)

pour les mémes raisons que précédemment. ‘ La suite (S2n41)n>2 est croissante.

e Pour tout n > 2,
Sont+2 = Sont1 = @(2n+2) =540 0 (3)

d’aprés la limite en +00 de .
e Bilan : d’apres (1), (2), (3), ‘les suites (S2n)n>2 €t (S2n41)n>2 sont adjacentes‘

(b) Etant adjacentes, les deux suites (S3,) et (S2n41) convergent vers la méme limite [.
Comme limy, 4 00 S2,, = L €t limy,—y 4 oo Sop4+1 = I, d’apres le cours sur les suites limy, 400 Sy, = 1.

‘ La série de terme général u,, est donc convergente ‘

‘ Cette série n’est pas absolument convergente ‘

En effet, pour tout n > 2, |u,| = l"fln) >

Comme la série de terme général L = dlverge (série harmonique), par critére de comparaison la
série de terme général |u,| est divergente.

In(k 1
4. On note pour tout entier n > 1, v,, = Z % — %
k=1

(a) Soit n > 3. Pour tout ¢ € [n,n + 1], la fonction ¢ étant décroissante sur [e;+oo[, on a
p(n+1) < (t). En intégrant (bornes bon sens : n < n+ 1), on obtient :

n+1 n+1 n+l1
/ In(n+1) < / In(t) i o In(n+ 1) < / In(t) dt
n n t n t

n+1 n+1

(b) On peut calculer I'intégrale précédente :

/""+1 In(t) [(111(t))2]n+1 _ (n(n+1)?  (n(n))*
n 2

——=dt = =
t " 2 2

d’ou pour tout k > 3 :
In(n+1) < (In(n +1))2 B (In(n))?

n+1 = 2 2
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D’une part, pour tout n > 3,

In(n+1) (ln(n+ l))2 (ln(n))2
1 — v, = — <
T T 2 2 =

0

d’aprés l'inégalité précédente. ‘ La suite (v,)n>3 est donc décroissante. ‘

1l va falloir faire preuve d’un peu d’initiative...
D’autre part, en raisonnant comme dans la question précédente : pour tout & > 3, pour tout
t € [k,k+1], ona ) < ¢(k). En intégrant (bornes bon sens), on obtient tous calculs faits
que

(In(k +1))2  (In(k))? < In(k)

2 2 Tk
En sommant pour k variant de 3an—1 (oun >4):

2 2 — k
(k) (In(n))* _ In(n) (In(3))*
= K2 T a2
k=3
In(2) In(n) (In(3))?
G T
)

La suite (vy,)n>3 est donc minoréc‘

Etant décroissante et minorée, la suite (v,),>3 est convergente

. On voit venir les sommes de termes pairs / impairs...
Soit n > 1.

Sy = i(—l)khl(k)

k
k=1
n CIn(2i) ek (241 ’
= ;(—1)“ néiz) + ;(—1)2”1% en séparant les termes d’indice pair/impair
B ZI In(2i) "il In(2i + 1)
~ 2 ~ (20 +1)
" In(2i) o= In(20) < In(2i +1)
= 2 —
Z 2 (Z 2 +Z PESIR
=1 =1 i=1
" In(2k) <X In(k ,
= 2 né 7 ) — n](g ) en regroupant les termes d’indices pairs/impairs
k=1 k=1
D’ou
" In(2) + In(k) < In(k)
k=1
"1 (k) <X In(k)
= 111(2).Z%+Z P A
k=1 k=1 k=1
1 In(n))? In(2n))?
= In(2). g % + v, + % — Vg — w par définition de v,
"1 In(n))? — (In(2) + In(n))?
= lIl(Q).Z%Jr’Un*’Uszr (In(n)) ( 2( ) ()
k=1
n
1 In(2))?
= In(2). Z — 4+ v, — vap, — In(2). In(n) — n(2)) en simplifiant
= k 2
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6. On a donc )
Son = In(2 % —In(n)] + (v, — van) — (1n(22))

+oo< 1)71 ln(n)

En passant a la limite dans n — 400, on a : lim, 4o Son = Y.

puisque cette série

est convergente, lim,_, 1 oo vy, — V2, = [ — 1 = 0 puisque la suite (v,) converge et limy,— 400 Ek:l 5

In(n) =~ d’apreés le 1.
On a donc bien :

T In(n) _ In(2)]?
> (1R = yn(2) — O

n=1

‘Exercice 2 - intégrales et séries

1. Etude de la suite (a,)nen

(a) Pour tout ¢ € [0,1], t2<tdoncl+t><1+t.
De plus, (t —1)2 >0« 2t < 1+2.
(b) Soit n € N. Pour tout ¢ € [0,1] on a
142 1
th <
- 2 ) 2n

—(1+)"

D’ou en intégrant avec les bornes dans le bon sens (0<1) :

1 1
1
thdt < a, < — 1+t)"dt
/0 *“'*2?1/0( )

Or fol tndt = [L0)0 = L et

ntl nt+1
1 (14 )+ gnt1 1
L+t)dt=[——"—]; = -
/0( +1) [ n+1 lo n+1l n+1
donc
1
ntl =Sl 27(n+1)

d’ott ﬁ <an < 7

=1
(c) Comme lim,,— 4o n}rl
(d) ap = fol ldt = 1.
Soit n € N, ap41 = fol (%)""Hdt.
Posons )
{ at) = (™ { w(t) = (n+ 1)L ()"
V() =1 u(t) =t

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1]. Par intégration par parties,

= 0, par encadrement lim,,_, - a, = 0.

1+, b, L,
ter = = ) [

Y1442 —1 1442
2 V2

= 172(n+1)/ )tdt

2

1 1 2
1 t? 1+t
- 172(n+1/ e n+1+(n+1)/( R
0

= 1-2(n+1)aps1 + (n + 1Da,

D’oil ‘ 2n+3)apt1 =1+ (n+1ay,
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(e) Pour tout n € N, ap41 = #ﬁ + %a"' Donc aussi pour tout n > 1, a,, = :mlﬁ + ﬁan,l. (b) D’aprés ce qui précéde, pour tout t € [0,1], 2 — z — xt?> > 0. La fonction t ﬁ est
D’oit le programme suivant : donc définie et continue sur [0, 1] en tant que fonction rationnelle définie sur cet intervalle. Par
1
2
def a(n): conséquent Uintégrale f(z) = ——— dt est bien définie.
=0 0 2—x— xt?
for k in range(1,n+1): (c) Soit n un entier naturel.
u=1/(2*%k+1) +k/ (2*k+1) *u i. Laissons nous "porter” par les calculs...
=u
y n n
2. Etude de ’absolue convergence de la série Z up(z) = Zakxk
Pour tout z € R, pour tout n € N,
n 1 2
1+t )
1 2 | 2 - Z/ (A gy ok
<ap < = <
P e T B | anlal” n+1 isdo 2
n 1 2
x+at
e Si |z| > 1 alors on obtient m < ln_L = 7 < anlz|™ = Z/ ( )
Comme la série de t.g. =7 diverge (série harmonique), par critére de comparaison (séries a
termes positifs), la série de t an™| = ay,.|z|" diverge. VSN w4t
! ): g lana"| = an| |n & , = / (L)k dt par linéarité de l'intégrale
e Si |z| < 1, alors la série de terme général n‘—ll converge. En effet, Zn‘i‘l = onHJroo(nz) par (U 2
croissances comparées. Comme la série de t.g. % converge (Riemann, o = 2 > 1), par critére 'c+zt Yl z + 12
de comparaison (séries & termes positifs), la série de t.g. a,|z|™ converge. = / EyEE +zt2) dt car #1 (d’apreésle 3.a!)
0
e Bilan: ‘ la série de terme général u, () est absolument convergente si et seulement si |z| < 1 ‘ 1 1 1 (a;+xi2 )n+1
— 2 s
] = / . (’l‘+1‘t2) — / . (ﬁ_mz) dt encore par linéarité
3. Somme de la série pour —1 <z < 1. 0 0 2
. . . . . ! 2 n+1 ! 2 1+ t2 n+1
(a) Question pas si facile !! Si quelqu’un a trouvé plus efficace, je suis preneur ! = mdt -z m(T) dt
Soit € [—1,1[ un réel fixé. 0 0
On remarque que pour tout ¢ € [0, 1], ii. On en déduit que
. 3 1 1 n 2
2> 21— a2 14¢
2—xz—at” > 2(1 ) & 2 + DR zt® >0 ‘f(-’f)*zuk(-’lf)l = |a"t I D p— (—= 5 Lt
k=0
Considérons la fonction ¢ : [0,1] - R 9 142
L < Jantt / |27t2(T)"“\ dt (inégalité triangulaire)
0 2—z—ux
it 4 —x—at?
¢ 23 v [ 2 1+ 50 2
< |z m( ) dt car 2—x—axt® >0 d’apres 3.(a)
La fonction ¢ est dérivable sur [0,1] et sa dérivée vaut ¢'(t) = —2xt, du signe de —zx. 70 T
. 4 12 3
e ler cas: siz >0 alors < l__— gt car 2—x—axt? > S(1—
> < |z 30—2) 0( 3 ) car T—x 2( x)
t 1 4 P14t .
) 0 < |z|"“.ﬁ./ (%)"Jr1 dt car 1+t <1+t d’aprés 1.
© - —) Jo
lzr Or 1 14+t \n+2
‘ n
#(t) T L / Aty p D™ 2, 1 2
2 0 2 n+2 % pn+2 (n+2)2n+2 ~ n+2
Ainsi pour tout ¢ € [0,1], p(t) > 152. Comme z < 1, 1 — 2 > 0 et donc ¢(t) > 0. D’ot en reportant ci-dessus :

e 2éme cas : six <0 alors

n
4 2
x) — )| < Jo|tttlo—m— ——
t 0 1 ‘f(l) kZZOUk(E) = ‘L‘ 3(17]:) n+2
¢'(t) + 8|z
1—a _
o) / > 3(n+2)(1—x)
s 1l s’agit de bien gérer l’enchainement des questions dans ce type de calcul !!!
Donc pour tout ¢ € [0,1], p(t) > 12 >0 car 2 > 1. (d) Comme |z| <1, on obtient
e Finalement, dans les deux cas : Vt e [0. 1], ¢(t) > 0, ce qui montre que n 8
. — < ——F
‘Vte[o,l], 2—z—at?>3(1—2)>0 (@) @) < 3 A=

La deuxiéme inégalité étant évidente puisque z < 1.
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Comme lim,, 4~ m = 0, par encadrement lim,_, . ur(z) = f(z) : la série de terme

général u,(z) converge et sa somme vaut :

400 1
Zuk(x) = f(z) :_/0 ﬁdt

k=0

—
@
N

.D’apres la question précédente, I’écart entre f(z) et Zk o uk () est inférieur a 3(n++)<1*x)'
D’ou le programme suivant, pas si effrayant que ca, dans lequel on utilise la fonction a de la
question 1.(e) :

x=float (input ("Entrer x : "))
p=int (input ("Entrer p : "))

5=0
n=0
while 8/(3*(n+2)*(1-x))>10"(-p)
n=n+1
S=S+a(n)*x"n #on rajoute le nouveau terme de la somme

print(S,"Valeur approchée de f(x) & 10~(-p) prés : ")

Préliminaire
1. Pour tout ¢t >0, 14+t > 1, donc 1TL <1 (par décroissance de la fonction inverse sur Rj)
Par ailleurs, pour tout ¢ > 0, (1 —#).(1+¢) = 1 —¢> < 1. Donc en divisant par 1 +¢ >0, 1 —¢ < %H

Bilan : Vt€[07+oo{1—t<1—+f§1

2. Soit u € [0;4o0[. En intégrant les encadrements précédents, les fonctions étant continues sur [0, u)
et les bornes dans le bon sens (0 < ) :

u u 1 U ’LL2
/ lftdtg/ —df</1dt<:>u7—§ln(1+u)§u
0 Jo 1+t 0 2

‘PARTIE I : Premier exemple de gestion d’un produit‘

Soit f une fonction continue sur [0,1] et & valeurs dans [0, +00].

n
Pour tout € [0,1] et tout n € N*, on pose : u,/(s H 1 + f < >>
k=1

1. Soit z € [0,1].

(a) Soit n € N* et k € [[1,n]]. Posons u= 2 f(£). Alors u > 0, et on peut appliquer I'encadrement
du Préliminaire 2. avec cette valeur :

- z kY2
k) GIE)

n n

z .k z .k
<In(l+ ;f(;)) < Ef(;)

On obtient alors en sommant :

et comme Y ;_ In(1+ %f(%)) =In([T_,(1+ %f(f)) = In(u,(z)), on obtient enfin le résultat
souhaité :

“ Lk =Lk
MR Zf 2 < Infun (¢)) < %;f(g)
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2. On pose pour tout ¢ € [0,1], f(t) =

(b) L’encadrement précédent se rééerit aussi :
22 1, k

s ) - LS <) <20 3
k=1

2n n n
k=1 k=1

1 n k 1 n k\2 . ., .
Les sommes - Z":l f(ﬁ)zet =) k—1 f(;) sont des somumes de Riemann associées respective-
ment aux fonctions f et f . Ces fonctions étant continues sur [0, 1], d’aprés le cours ,

Tng; / ft)dt et lim E:f / 2

Par ailleurs, comme hmn%Jroo 5» =0, par produit on a lim, 3:1 - Zk 1 f(n =0. Ainsi
lim zfzf 7—lif(§)2:z f(t)dt
n—rtoo n'n =" n “Jo

hm vcfzf 71,/70 t)dt

Par encadrement, on a donc lim, 40 In(uy,)(z) = =. fo f(t)dt. Enfin, par continuité de la

fonction exp sur R, on en déduit que liril Up (x) = exp (x/ f(t)dt).
n—-+0o0 0

n—+oo

1
Bilan : | lim wu,(z) =exp (.’L‘/ f(t)dt)
0

. Il s’agit bien d’une fonction continue et positive sur [0, 1].

0,1],
n
“"I H r11+’C H n+k‘

k=1 k=1

On remarque alors que pour tout x €

D’aprés le 1.(b), on a alors

n
. TN L . 1y _ o
ngr«{r»loo k71(1 + = exp(x / T tdt = exp(.[In(1 + t)]5) = exp(z In(2))
n
Bilan : nETM kli[l (1 + g ) =exp(zIn(2)) =2

n
3. Pour tout n € N*, on note P,, = H (1 + L)

212
ftet n? 4k
(a) On remarque que
RSN S
2+ k> 014 (k)2
Posons alors pour tout t € [0,1], f(¢) = 35z~ La fonction f est continue et positive sur [0,1],
et on remarque que P, = u,(1). D’aprés le 1.b),

1
. o _ 1 _ n_ o T
lim P, = ngrfm up(l) = pr(/o Wdt) = exp([Arctan(t)]y) = cxp(Z) -1

n—+o0

M‘ limy, oo P = exp(§ — 1‘

(b) def P(n):
P=1
for k in range(1l,n+1):
P=Px (1+n/ (n**2+k**2))
return P

Pour vérifier la cohérence avec le 3.a, il faut regarder si pour une valeur de n assez grande (je
prends n = 1000), P, est proche de exp( ). On peut par exemple rajouter :
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print (np.abs(P(1000) -np.exp(np.pi/4)))

et on regarde alors si 'écart entre ces deux valeurs est faible. La simulation sur Python donne
un écart égal environ a 0,00125 ce qui confirme bien le résultat du 3.a

‘PARTIE IT : Etude d’une série de Riemann‘

1. Soit g une fonction de classe C* sur [0, 7].

Nous allons (re)démontrer le fameux lemme de Riemann (cf TD).

Soit A > 0. Posons
{ u(t) = g(t) N { u'(t) =g'(t)
V' (t) = sin(At) v(t) = — 5 cos(At)

Les fonctions u et v étant de classe C! sur [0, 7], on peut procéder a une IPP.

/ " () sin(At)dt — P%.g(t}.cos(At)]g + %. A " cos(At).g'(t)dt

0

_%,g(w) cos(Am) + %.g(ﬂ) + % -/UW cos(At).g'(t)dt

D’une part, lima_, o %-9(0) = 0 et comme
1 1
|- Zn‘/(”) cos(Am)| < Z!)(Tr) At 0
on a aussi ima_, 4o —5.g(7) cos(Am) = 0. Enfin,

l/ cos(At).g'(t)dt] < — / | cos(At).g'(t)|dt < 7/ [g'()]|dt = a—100 0
A Jo A Jo

donc par encadrement on a aussi lima_,4c0 - fJ cos(At).¢g'(t)dt = 0.

Bilan : | lim / g(t) sin(At)dt =0

A—+o0 Jo

2. Soit ¢ la fonction définie sur [0, 3] par ¢(0) =1 et Vz €]0, 2], ¢(z) = 52

sin(z)
(a) Pour tout z €]0, 5], )
o) —p(0) @ — 1 _ x —sin(x)

z—0 x z sin(z)

D’une part, zsin(z) ~, 0 2. D’autre part, le DL de sin(x) en 0 a 'ordre 3 est

2° x®
sin(z) = — a1 +o(a®) =z — 3 + o(2%)
donc z — sin(z) = % + 0(z%) ~y—0 % . Enfin,
- 2%/6 x
%0() ~z—0 xfé ~z—0 5 —z—0 0

Bilan : ‘ ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = ()‘

=

Par quotient, ¢ est de classe C! sur 10, 7]. De plus, ¢ est dérivable en 0. Il reste donc & montrer
que sa dérivée ¢’ est continue en 0.

sin(z) — z. cos(z
vz €)0,7], ¢'(z) = 7( ) 3 ()
sin®(z)
D’une part, sin2(z) ~a_s0 22, D’autre part, en utilisant les DL en 0 :

3 2 3 3

. T T T T
sin(x) — z.cos(z) = & — = + o(2®) — z.(1 — = + 0(2?)) = = + 0o(2®) ~po =
6 2 3 3
N. Marconnet - Lycée Saint Just 9 Année 2021-2022

—
©
=

Alinsi,

8
w

T
@' (x) ~zm0 ;32 N0 3 —20 0=¢'(0)

et la fonction ¢ est bien continue en 0.

Bilan : | ¢ est de classe C! sur [O, ’2'] ‘

Pour (a,b) € R?,
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
On déduit des formules précédentes que pour tout (a,b) € R?,
sin(b) cos(a) = %(sin(a +0b) —sin(a — b))
D’ou pour tout ¢ € R, pour tout k € N,
sin(%) cos(kt) = %(sin(kt + %) — sin(kt — %))

et en sommant :

Z sin(<) cos(kt)

% Zsin((Zk + 1)%) ~sin((2k — 1)%)

n—1

= 7(2 sin((2k + 1 Z sin((2k + 1) ) via changement d’indice
. . t
= 7(sm(2(n+l)f) 75111(5)

Pour ¢ €]0, ], sin(%) # 0, donc en divisant le résultat précédent par sin(
souhaité.

L) on obtient le résultat

sin((%;’l)t)
2sin(%)

2 o 2 2
[(&-e-m-5-5-3--5

Soit k£ € N*. Notons I = fo (27( ) cos(kt)dt. On proceéde a une IPP. Notons :

{ ut) = £ ¢ u(f)szl
v'(t) = cos(kf) v(t) =  sin(kt)

Bilan : | Vn € N*,Vt €]0,7], > _, cos(kt) = —3 +

Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [0, 7].

12 1. I ) 1
I= [(ﬁ — f)z sin(kt)]§ — e A (; —1).sin(kt)dt = 72.,]
ouJ = f:(% —1).sin(kt)dt , car sin(0) = sin(kw) = 0. On procéde a une seconde IPP. Notons :
i 1

u(t) -1 u'(t) =
v'(t) =sin(kt) v(t) = —% cos(kt)
Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [0, 7].

t 1 1 ™

J = [(; - 1).(—% cos(kt))]g + ) cos(kt)dt
S T R
= + H[E sin(kt)]
R
Tk
Finalement, I = —+ J = “4

Bilan : | pour tout £ € N* : foﬂ (;—ﬂ ) cos(kt)dt =
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5.

(a) La relation du 3.b :
sin ((2n2+l)t>

n 1
Zcos(kt) =—ct+——r
= 2 2sin (%)

implique que

LI 2 : in (2ntD)t 2
£ (5=—1) Sm( 2 ) (=1 ¢

Pt 2sin (%)

Puis en intégrant entre 0 et , les fonctions étant bien toutes continues sur [0, 7] puisque nous
avons prouvé que ¢ est de classe C! sur [0, 7] :

et avec les résultats précédents :

; % B %2 i /0"(% - 1)-99(%).8111 (M)

On utilise le résultat de la question IL.1, avec la fonction g(t) = (g — 1).¢(%) qui est bien de

2
classe C! sur [0, 7], et avec A = 2”% On peut alors dire que

Tt t (@)
nglfoc/o (g — l).w(i).bm <#> =0

1 2

et done limy, 4o Y pey 72 = -

—
o
=

2

Bilan : | la série de terme général - oz est convergente et Zn °°1 % =%
‘PARTIE III : Etude d’une suite d’intégrales‘
1. (a)
!
I = / dz = In(2)
o Tv+1
i1
2
I = —dx
2 /0 (z+1)(z+2)
On cherche « et 3 tels que
2 e B (a+p)e+2a+p
(x+1)(z+2) 2+1 z+2  (z+1)(z+2)
En identifiant les coefficients puis en résolvant un petit systéme, on trouve que o = 2 et § = —2.

Finalement,

1 1
1 1
I, =2. / dx 72./
Jo x+1 0o T+2

(b) D’une part, la fonction f,, étant & valeurs positives et les bornes dans le bon sens, pour tout
n € N*, I, > 0. D’autre part, pour tout n > 1,

1 nt1 np
Lo —1I, = da
kL T /0 1+k ]H:L’Jrkr
n+1
dx
/H1+k o A

T
= - B
/0 (kE[lerk) PR LA

La suite (I,;)nen+ est donce décroissante.

dr =21n(2) — 2.In(3) +2.1n(2) = 4In(2) — 21n(3)

Bilan : ‘étant décroissante et minorée par 0, la suite (I,,)nen- est convergente
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— _ t. . ((2n+1)
Z(g—t).cos(kt) i +(ﬂ_t) - =-"" +(E—1).§o(§)‘sm (T

)

2. (a) En appliquant I'inégalité du Préliminaire avec u = % puis en sommant pour k de 1 a n, on
obtient sans probléme : ‘Vn e N* A, — éBn <> iIn (1 + %) < A,

(b) On remarque que :
Z In (1 + ) Zln (k+1) —In(k) =In(n+1) par télescopage

Do :

1
An - iBn < ln(n + 1) < An

et en divisant par A4, >0 :
1B, ln(n +1)

1- §A—n < 71471 <1
Comme lim, 4 A, = +oo (on reconnait la somme partielle de la série harmonique) et
limy, 400 By, = Lﬁz (cf I1.), on trouve que lim, 4001 — %%Z = 1. Donc par encadrement,
limy, 5400 % =1dou A, ~p_st00 In(n+ 1). Enfin,

In(n+1) In(n(1+1/n)) In(1+1/n)
In(n) - In(n) =1+ In(n) oo 1

donc In(n + 1) ~py 4o In(n).

)

—

Bilan: | A, ol

Ce qui est un résultat hyper-classique...

3. (a) Pour n € N* et z >0,

n n -
g,,(x):—ln(f,,,(x)):—ln(HI+k Zlnx+k In(k) = ;m(ug)
(b) En appliquant le Préliminaire pour v = { puis en sommant, on obtient :
22
zA, Bn < gn(z) <24, & 24, — EB" < —In(fy(z) < zA4,

Dot en passant a l'inverse et en appliquant la fonction exponentielle (croissante sur R) :

YV € {0,—0—00 [7Vn e N* e @4 < fulz) < 7 Bn—wdn

. . . 2 N
(c) Siz >0, alors lim, 40 —2A, = —00 et lim, 1o % By, — rA,, = —o0, d’oli par encadrement

limy,— 400 fn(z) = 1. Si 2 = 0 alors pour tout n € N, f,(z) = 0.

4. (a) En repartant de la relation du III.3.b, et en intégrant entre 0 et \/— (fonctions continues et

N Vi 2
/ e~ ndy < T, < / T BnmmAndy

bornes bon sens) :

De plus, pour tout z € [0,

\/A" !

2
B
2

S
o
ES

S

22
= 2 Bn < e par croissance de la fonction exp sur R

On en déduit alors que

1 By 1
pour tout n € N*, [(¥*" e~ Andy < J, < e2An Jor A e~ % Andy
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(b) On calcule facilement :

1
VAn 1
efIA"dx —_ [7 .(Jl—av.An]d/Tn _
0 An

On en déduit que

By 1

(A= V) < J, <etfn.— (1—e V)
A'Il

1
A,
soit aussi comme A, >0 :
1-— e_ﬁ <A,J,< e‘z%ﬁ.(l — e_ﬁ)

. . 2 A .
Comme limy, 1o Ap = +00 et limy, 100 By = %, on en déduit que

. _ 1 . Bp
lim 1—¢e¢ VA =1, lim ez =1
n——+oo

5. (a) Tout d’abord, la fonction f,, étant continue et positive sur [\/%, 1] et les bornes étant dans le

bon sens, K, > 0. Ensuite, on obtient comme au 4.a,

1 2
K, < / E%anmAn dr
1
VAR

An
Bn 1
< e [—*.CiI'A” 1
A VAR
Bn , 1 _VAL 1 _,
< ez (7.6 n_ ___ ¢ n)
An A’Il
B
< e VA £

By

Bilan: [VneN*,0< K, <e VAneZ

(b) On en déduit comme A,, > 0 que

Bn

0< K, A, < e VA o=

. /AT Bn . .
et comme lim,,, { o €™ An 73" =0, on obtient limy, 400 K5 Ay = 0.

Bilan: | K, =0 (A%L)

6. D’aprés la relation de Chasles, I,, = J,, + K,,. Comme J,, ~p,_ 400 A%L et K, = OT,HJrOQA%‘, on a
N AinA Enfin, d’apres le II1.2.b, 4, ~, 100 In(n).

1. . 1
Bilan: | I ~nostoo fmy

On a donc lim,, 1 I,, = 0. De plus, pour tout n € N*, In(n) < n — 1 (classique) donc %n
On en déduit que ﬁ > ,17 La série de t.g. 711 diverge (série harmonique), donc par majoration,
puis par équivalence, la série de t.g. I,, diverge également.
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