Exercices - Intégrales impropres

Exercice 1
1. Une intégrale impropre en +oo

1
On note : Vo € Rt f(z) = Tror
(a) Dresser le tableau de variation de f et tracer I'allure de la courbe de f .
(b) Soit A > 1. On note I4 = flA f(x)dz. Justifier I'existence de I4 et hachurer laire correspondante.

(c) Déterminer lima_, ;o (14) et interpréter ce résultat.

2. Une intégrale impropre en un réel x,
1

Vi1 +1)

(a) Dresser le tableau de variation de f et tracer l'allure de la courbe de f.

On note : Vt e R™  f(t) =

(b) Soit € €]0,1]. On note I, = j: f(t)dt. Justifier Uexistence de I, et hachurer l'aire correspondante.

(c) Par changement de variable, justifier existence de lim._,o (I;) et interpréter ce résultat.
>

3. Une intégrale doublement impropre
el-Vi
Vi
(a) Dresser le tableau de variation de f et tracer l'allure de la courbe de f dans un repére orthonormé en
faisant apparaitre le point d’abscisse 1 sur cette courbe.

On note : Vt € R™  f(t) =

(b) Déterminer la nature et le cas échéant, la valeur de I'intégrale I = 1+oc f(t)dt et hachurer I'aire correspon-
dante.
(c) Déterminer la nature et le cas échéant, la valeur de l'intégrale J = fol f(t)dt et hachurer l'aire correspon-
dante.
(d) En déduire la nature et la valeur de foﬂo f(t)dt.
Exercice 2
Déterminer la nature des intégrales suivantes :
. 1 o ; 1 In(x)
e — (3 (e))2de — (! ;
J= i t:jdt Jo = '[0 23 (In(z))*dz Js = - 1(1.):
.1 t
= 0+°C %dt 1, = 1+°° In(1 +t*)dt discussion suivant les valeurs de «

Exercice 3
Une suite d’intégrales impropres

400
Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n, on pose I,(a) = / e (1 — e’t)'” dt
Jo

1. Justifier la convergence de l'intégrale I,,(a).
2. (a) Montrer que, Vn € N, I,(1) = 5.
(b) En déduire que pour tout réel a > 1, lim (I,(a)) = 0.

n—+0o00

3. (a) A Plaide d’une intégration par parties, montrer que :

Va>0,Yn €N, (n+1)(In(a) = Ins1(a)) = alpa(a)
(b) En déduire I,,(a) en fonction de n et de a.

(c) Ecrire une fonction Python, d’intitulé def I(n,a): de parameétres n et a, qui calcule I, (a)
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Exercice 4
Intégrale de Dirichlet

> sin(x)

xr

T
1. Montrer que l'intégrale / dx est convergente.
1

On pourra intégrer par parties
% cos(27)

On admet que 'on montre de méme que I'intégrale / dx est convergente.
1

sin(z) S 1 7003(23&)'

2 2z

sin(z)| > sin(x), puis que

2. (a) Montrer que: Vz > 1,

"+ Isin(z) .
——=| dx diverge.

(b) En déduire que: /
1

+o0 sin(zx) .
dz est convergente mais pas absolument convergente.

Bilan : L’intégrale/

1

Exercice 5
Des changements de variables
Montrer que les intégrales suivantes convergent et préciser leur valeur.

du a laide du changement de variables u = sin(t).

oo tIn(t)
2. J= / ———/—dt a I'aide du changement de variables u = 1
o (1+12)? t

Exercice 6
Les moments d’une Gaussienne

On note :
r+00 ) +o0
VkeN, I, = / the=Cdt et J,

0 —oo

the " dt

Il
—

1. Justifier que la suite (Ji)gen est bien définie
2. Justifier que pour tout r € N, Jy,4 = 0.
3. Les moments d’ordre pair : Onnote: Vn € N, K,, = I, = '[;;rw 12ne=t dt.

(a) Calculer K.
(b) Calculer K, en fonction de n.

(c) En déduire la valeur de J,, pour tout entier naturel n.

Exercice 7 +oo -t
(z) = / ——dt
1

On définit pour = > 0, f(x —
P - 11

1. Montrer que f est bien définie sur |0, +ool.
2. Montrer que f est décroissante sur |0, 4+oo].

3. Déterminer la limite de f en +oo.
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Exercice 8
Une série et une suite

In’(¢
1. Montrer que l'intégrale I = 1n+(fz dt est convergente.

2. Calculer pour n € N : u, = 2 1n2(t) dt.

/
/

3. Montrer que pour tout ¢ € [0;1] : g =1 — 2+ — .. 4 (=1)"t*" + H)lﬁ#
4. Montrer que la série i est convergente et exprimer sa somme f ﬂ en fonction de [
o (2n+1)3 —(2n+1)3

Exercice 9
Reste d’une intégrale convergente

too L,
On considére l'intégrale J = / e 2 du.
0

1. A laide du cours, préciser la valeur de J.
too L,
2. Pour tout réel x, on pose f(z) = e~z du.
@
Montrer que f est définie et de classe C'*! sur R. Déterminer f’(z) pour tout réel z.

oo 2
3. (a) Montrer la convergence et déterminer la valeur pour tout réel = positif, de I'intégrale / ue” 2 du.

(b) Montrer que Ve € Ry, 0 < af(z) <e 2.

+00
(c¢) Montrer que l'intégrale I = (z) dx converge et calculer 1.

0

Exercice 10

Une suite d’intégrales impropres

1 +oo
Pour tout n de N* | on note f, : 2+ ——— et [, = () dx
onnote f 105 e

1. Montrer que, pour tout n de N* | 'intégrale I,, converge. Calculer ;.

2. Montrer que la suite ([,),cy. est décroissante, puis justifier qu'elle est convergente.
3. Pour tout n de N* | établir une relation entre [, et I,,.

4. En déduire 'expression de I, en fonction de n.

Exercice 11
Utilisation de la fonction Gamma
11 s’agit & chaque fois de se ramener a la fonction Gamma.

o0
1. Justifier I'existence et déterminer la valeur de / tVtetdt
0

+o0
2. Justifier Pexistence et déterminer la valeur de / (t+ 1) dt
0

+o0
3. Montrer que I,(a) = / t"e™*" dt converge pour tout n € N et tout @ € R et calculer sa valeur.
0

1
4. On note, pour tout n € N*, J,, = / t.(In(¢))".dt. Justifier la convergence de J,, et calculer sa valeur.
0
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Exercice 12
1. Soit f: R — R et g: R — R deux applications continues, ot

oo oo
/ (F(0)2dt et / (g(t))2dt

Jo J0

convergent. Prouver que U'intégrale u+ > f(t).g(t).dt converge absolument.
2. Soit o
E ={f €C°[0;+0c]) on / (f(t))%.dt converge}
0

Justifier que E est un sev de C°([0; +o00]).
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