Exercices - Intégrales impropres - Corrigés des exercices 7-8-10
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Exercice 7 :

r+oo et
On définit pour z > 0, f(x) = —dt
n définit pour z . f(x) /1 T
Tout le début de l’exercice est hyper-classique. La derniére question est difficile et ’énoncé non détaillé.
_at -
e e
1. Soit z €]0;+oo[. La fonction g, : t — e est continue sur [1; +o0|, donc I'intégrale f1+°° o

. : e
propre en +oo uniquement. De plus, pour tout ¢ > 1, —zt < 0 donc e < 1, et ainsi ire < %2 Comme

I'intégrale j;roo i%dt converge (Riemann, a = 2 > 1), par critére de majoration (fonctions positives), l'intégrale

rtoo L —at
e
/ dt converge.
1 14

Bilan : ‘f est bien définie sur ]0; +oo[‘

. Soit (z,y) €]0; +oo[? avec x < y. Alors pour tout ¢ > 1,

—wt >yt = e > eV
—at vt

- >
14+ 7 1+¢2

D’ou en intégrant, les bornes étant dans le bon sens et les intégrales convergentes, f(x) > f(y).

Bilan : ‘f est décroissante sur |0, +oo[‘

—at

s € 5 s s
. D’une part, pour tout x > 0, pour tout ¢t > 1, on a e > 0 d’ou en intégrant (bornes bon sens), f(z) > 0.

efl't
D’autre part, pour tout x > 0, pour tout ¢t > 1, s < e~ d’ou en intégrant

+o0 +o0

flz) < / e dt < / e tdy = 1
1 0 T

(

() =

Ainsi, 0 < f(z) < % Comme lim,_, 4o f =0, par encadrement lim,_, | |

Bilan : |lim, ;o f(z) =0
4. Soit (z,z0) €]0; 002 Alors

+oo o=t _ g—wo.t
[f(z) = f(zo)] = | / T +i2 dt| par linéarité de Pintégrale

+oo ‘e—zt P—zot‘
< T = it par inégalité triangulaire
< /l e par inég g

oo
< / |€7u _ e—xot‘dt
J1

Supposons x < xg. Alors pour tout ¢ > 1, =@ > e~ donc e~ — ¢! > 0. De plus, si A > 1,

4 —at ot - 1 —zot]A
e —e ™t = [-—e ™+ —e™™')]
1 z To
1 1 1 1
_ et Lean _ Le-Av g T —Am
x z9 x Z0
1
—~Astoo —€ T —e™
x z0

Donc dans ce cas | f(z)—f(zo)] < %e’*tf;fue’*'”‘ﬂ De méme si zg < z, on trouve que | f(z)— f(zo)| < ;T)e’*”“fie’*'?
On trouve dans tous les cas que

1 1 _
[f(z) = fzo)| < |;6’7"t - Eeﬁo‘
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Comme lim,_,4, |%8’Z - %5’10\ =0, on en déduit par encadrement que lim,_,, f(z) = f(zo) :

en xo.

Bilan : ‘ f est continue sur R

Exercice 8 :

Une série et une suite

In?(¢)

T est continue sur 10, 1], Vintégrale I est donc impropre en 0.

1. La fonction g : t —
De plus,

112 P
11;2) VeI

LI = i o VIR0 a0 par €O

[ est continue

Donc g(t) = UHO( ) Comme ]0 \[dz‘ est convergente (Riemann en 0, @ = 1/2 < 1), par critére de négligeabilité

(fonctions pos1t1ves) I'intégrale I est convergente.

1
2. On considére, pour n € N : u, = / 12" In?(t) dt. Soit € €]0,1] et uf, = f(l 12 In%(t) dt Posons
0

i(t) = In?(t) u/(t) = 2.In(t).%
{ iy = i *{w):z’;‘:

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [e, 1]. Par IPP,

. Lo 9 1 .
u, = [ln (t).2n n 1]5 BETRE In(t).t*"dt
€2n+1 2 ¢

n+1 2n+ 10

= —In’(e).

ot v, = [ In(t).t>*dt. Posons

{uu):ln(t) H{ Wiy =5

V() =t o(t) = 55
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [¢, 1]. Par IPP,

t2n+l N 1 1 )
v = [In(t). — . t"dt
vh = )57l 2n+1/F

EZVH»I 1 1 52"+]

= —In(e). — ( —
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
D’ou , 2t 2ntl 9 e2n+l
o=—1 ——— —2In(e). — — 2.
U=~ g ey 2O Y G 2@

et donc enfin, en faisant tendre € vers 0 et par CC : lim,_,o uf, = m ce qui montre que 'intégrale définissant

u, est convergente et que u,, = ﬁ

2

Bilan : |u, = m

3. Pour tout ¢ € [0;1] :

T2t — () = D ()

k=0

1— (_t2>n+l
1412

et on en déduit aisément que

1
1+t

(— 1)+

=1-# 4+t -
* 1412

(=)
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4. On multiplie par In?(¢) la relation précédente :

In(t) - e 12 on (1) n?(1)
= —1)%. In*(t).t -_

T+ };( V(-7 + 1T+
En intégrant entre 0 et 1, on obtient alors que

n

B 1 t2n+2‘l"2(t)
I= Z(—l)kuk +(—1) ﬂ/ﬂ Wdt
0

Notons que cette derniére intégrale est faussement impropre en 0 donc convergente. De plus,

1 42n42 7,2 142042 7,2
"2 An(t 2 In?(t
I( 1)n+1'/ n ( )dfl / n ( )dt
A o 1422

IN

1
/ 122 In? (t)dt

0

2
< [ —
= Untt (2n + 3)3

. R Oy T )
Dot limy, 400 (—1)" 1. fo 1Jr#dt = 0 par encadrement.

On en déduit que lim, 00 Y (—1)F .1y = I, c'est-a-dire que lim, ;o0 Z;}(*l)kﬁ =1
. . (—1)» e
Bilan : |la série ———— est convergente et _ ==
LGy 8 ; @n+1)p 2
Exercice 10 :
Une suite d’intégrales impropres
1 oo
Pour tout n de N* | on note f, : © — m et I, = [x fa(z) dz

1. La fonction f, étant continue sur R, I'intégrale I,, est impropre en —oo et en +00. De plus, comme f,, est une
. . [T N PR PP 7l +00 .
fonction paire, 'intégrale I, converge ssi I'intégrale I}, = fo fa(x) dx est convergente.
m ~nstoo # Comme n > 1, 2n > 1, Uintégrale f:roo I%dz est une intégrale de Riemann convergente. Par
critére d’équivalence, I'intégrale f1+oo mdap est convergente. Comme fol ﬁdw est bien définie, l'intégrale
1" converge donc I,, aussi.
Soit A > 0.
, 4 m
1A= | mdz = Arctan(A) — Arctan(0) = Arctan(A) = a- 100 3

d’'ou I} = 2I] = 7 (par parité de f;).

Bilan : |pour tout n € N*, l'intégrale I,, est convergente et I; = 7T‘

2. Soit n € N*. Pour tout =z € R, ﬁ € [0, 1], donc W < ﬁ D’ot en intégrant, les bornes étant dans
le bon sens et les intégrales convergentes, I,,;1 < I,,. La suite (I,,),en est donc décroissante.
De plus, pour tout = € R, pour tout n € N, m > 0 d’ou par positivité de l'intégrale (bornes bon sens),
I, > 0. Etant décroissante et minorée par 0, la suite (I,),en est convergente.

3. Soitne€N, A>0et [} , = fUA (H]wdm Posons

u(z) = (l+alr2)” =(1+a%)™ . u'(z) = —2nx.(1+2%) = *7(1+§§§n+1
V(z)=1 v(r) =2
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Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, A]. Par IPP,

T

na = |

A

En passant a la limite quand A tend vers +oo, :

(1+ A2
A

I =2n.l,

D’ott en multipliant par 2 les deux membres, par parité : I, =

Bilan : |Vn e N*, I, =221

2n T

4. On a donc I,, = 22=3 I, puis

2n—2
I,
puis
2n—3 2n—5
2n—2'2n—4"
D’ou enfin
(2n —2)!

Bilan : |Vn e N* I, =

1 ((n— 1))

™
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DO =

B A 22
Traph * ”/0 7 2

A 22
2n. —_—
)n+ "/O 1+ 7)o+t

A g2
z©—1 .
/ ————— encore et toujours !!

b (L2

m + 2”-1,/1,/4 — QnAIT/HLA

2n—3 2n—5 1

B §1

m—-22m—4 2

2n —1
oI eI,  =—1I
Mty n+1 m n
2n—1
Lo
~_2n—32n-5
T —22m -4

(2n—2)(2n —3)(2n — 4)(2n — 5)....1

(2n—2)2.(2n— 42 22

(2n —2)!

4(n—1)24(n—2)2 ... 417

(2n —2)!
T ((n— 1))
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