Corrigé du CBI1 - Sujet 1 type EDHEC / Ecricome - Lundi 6
novembre 2023

‘Exercice 1 : Edhec 2014‘

1. Soit M € M, (R). Comme M et A sont deux matrices carrées d’ordre n, il est clair que
f(M) € My, (R). Ainsi 'application f va bien de M, (R) dans M, (R).
Soit (M, N) € M, (R)? et a € R. Alors

fla.M +N) = Tr(A)(a.M + N)—Tr(e.M + N)A
= o(Tr(A).M — Tr(M).A) + Tr(A).N — Tr(N).A par linéarité de la trace
a.f(M) + f(N)

donc f est linéaire.

Bilan : ‘ f est un endomorphisme de M,,(R) ‘

2. Montrons que f n’est pas ’endomorphisme nul.

e lercas: si Tr(A) =0

Dans ce cas, f(I) = —Tr(I).A = —nA # 0, donc f n’est pas lapplication nulle.

2¢me cas : si Tr(A) #0

Supposons que f soit Papplication nulle.

Alors on aurait pour toute matrice M, M = g((%) A donc M,(R) C Vect(A), ce qui
est absurde puisque dim(M,,(R)) = n? > dim(Vect(A4)) = 1 (car n > 2). Ainsi f ne
peut pas étre 'application nulle.

Bilan : ‘ f n’est pas I’endomorphisme nul‘

w
—

&
N

Soit M € My(R). En remarquant au préalable que f(A) =0, on a :

fof(M)

F(Tr(A)M — Te(M)A)
= Tr(A).f(M) — Tr(M).f(A)
= Tr(A).f(M)

Autrement dit, f2 — Tr(A).f = 0, c’est-a-dire que le polynéme P tel que pour tout
x € R, P(z) = 2% — Tr(A).z est annulateur de f. D’aprés le cours,

=

Sp(f) C { racines de P}

Donc Sp(f) C {0, Tr(A)}.
Bilan : _les seules valeurs propres possibles de f sont donc 0 et Tr(A).

4. f(A) =0et A#0 donc ‘ 0 est valeur propre de f‘

5. Supposons que Tr(A4) = 0. Alors avec ce qui précede, Sp(f) = {0}. Supposons que f soit
diagonalisable. Alors on aurait

My (R) = @resppyKer(f — AMd) = Ker(f)

donc f serait Papplication nulle. Ceci est absurde d’apreés le 2. !

Donc ‘si Tr(A) = 0, alors f n’est pas diagonalisable
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6. On suppose dans cette question sur la trace de A est non nulle.

(a) L’application Tr est une application linéaire de M,,(R) dans R.

On a Im(Tr) C R, donc dim(Im(Tr) = 0 ou = 1. Mais l'application Tr n’est pas nulle
puisque l'on a par exemple Tr(I) = n # 0. Par conséquent, dim(Im(Tr) =1 et par le
théoréme du rang, dim(Ker(Tr) = n? — 1.

Soit M € M, (R).

=

M e Ker(f — Te(A).dd) < f(M)— Te(A).M =0
& —Tr(M)A=0&Tr(M)=0car A#0
< M e Ker(Tr)
Ainsi Ker(f — Tr(A).Id) = Ker(Tr). Par conséquent dim(Ker(f — Tr(A).Id) =
dim(Ker(Tr)) =n? — 1.
Comme 0 € Sp(f), on sait aussi que dim(Ker(f)) > 1.
D’ou
dim(Ker(f)) + dim(Ker(f — Tr(A)) > n?
D’une part, comme dim(M,(R)) = n?, on sait que
Z dim(Ker(f — Md) < n? & dim(Ker(f)) + dim(Ker(f — Tr(A)) < n?
AeSp(f)
Par conséquent, on a nécessairement :

dim(Ker(f)) =1, dim(Ker(f — Tr(A).Id)) =n? — 1 et

Z dim(Ker(f — M d) = n?
AESP(f)

Bilan : | f est diagonalisable

1. Etude de la nature de la suite (Sn)nen--

(a) Notons f : z — @

x>0,

. La fonction f est définie et dérivable sur |0; +oo[. Pour tout

lfl—nﬂ? — In(x
fay— 227G 1)

Donc f'(z) =0 < In(z) =1 < 2 = e. On en déduit le tableau de variations de f :

22 22

z 0 e +0oo
7@ o0 -
1
oo T
— o0 0

(b) On sait que e ~ 2,7. La fonction f est décroissante sur [e; +oo[ et donc aussi sur
[3;4+o0. Soit k € N, k > 4.
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e Pour tout = € [k, k+ 1], f(z) >

(bornes bon sens k < k + 1, fonctions continues) :

k+1 k+1 k+1 IH(I) 111(k)
/k f(z)de < /k f(k)dz = ./k de < &

o Pour tout z € [k — 1,k], f(z) > f(k), dou

/f(xd;r>/ f(k)dz :>1n(k) /:llnx)

e On obtient ainsi : pour tout entier k£ supérieur ou égal a 4,

/kﬂ n(z) o ln(k /’f In(z) .
k T : k-1 T

5 (k) <~ In(k
RN

k=1

(c) Pour tout n € N, n >4,

En sommant la relation obtenue a la question précédente pour k variant de 4 a n :

LA h’l(T " In(k) "L rF In(x) -
> sy Py [ A

k=4 k=4 k=4 k=1
D’out en appliquant la relation de Chasles de fagon répétée,

3

"1 n(z) In(k) ™ In(z)
/; ad<s*2k5/37dx

k=1

Or on calcule aisément :

7+ (z
A 1 i ) [ (In(x))?]2+t = l(ln(nJrl))2 7%(ln(4))2

[ ganmmg = 3{In()? - 5(n(3)?

En posant A = %(1n(4)) B = Zk 1 ln(k ,C = %(111(3))2, on a bien trois constantes
réelles positives telles que pour tout n Z 4,
2 2
In (112+1) 7A§SnfB§1n2(n) _c

2
(d) Comme lim,,_, % = 400, on a par entrainement | lim, 1 S, = +00

(e) import numpy as np
5=0
n=0
while S<10:
n=n+1
S=S+np.log(n)/n
print(n)

2. Recherche d’un équivalent de S,.

f(k) par décroissance de f, d’ou en intégrant
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(a) Pour tout n > 2,

In(n+1) In(n(1+1/n)) In(n)+In(1+1/n) In(1+1/n)
In(n) In(n) N In(n) =1 In(n) Tnotoo 1

In?(n+ 1)
n2(n)

Puis par composition avec la fonction carré (continue en 1) : limy, 4o

(b) D’apres le 1.(c), pour tout n > 4,

In?(n +1) A B Sn 1 c B
2 T2 +13 <13 <572 + 13
21n*(n) In“(n)  In*(n) = In“(n) — 2 In®(n) In*(n)
et on obtient aisément par encadrement que lim,_, 4 1n2 (n) %
Tam - SO L1 (0)
Bilan : |S, Wl 2
3. Etude asymptotique de la suite (uy),en définie par :
1 2
YneN', up =8, — — 2(").
(a) Soit n > 3.
In(n+1) 1, , 1 4
Intl — Up = ————— — =1 1 Sl
Upt1 — U e 2n(n+)+2n(n)

Or d’aprés le 1.(b), on a

In(n+1)

" n(z) 1 9 1 1
> ) g = [= nl _ L2 1o
Y 7/71 " dx [2(ln(x)) " 2111 (n+1) 2111 (n)

et on en déduit que up41 — up > 0.

=

Par ailleurs,
19 Lo oo Lo
un:Snf?ln (n) > iln (n+1)7§1n (n)—A+B>-A+B

La suite (uy)n>3 est donc décroissante et minorée par —A+ B. Par conséquent il s’agit
bien d’une suite convergente.
Bilan : ‘la suite (Up)nen converge‘

4. Dans la suite de lexercice, la limite de la suite (uy)nen sera notée [.

On considére la suite (Ay),, oy définie par : Vn € N*, 4, = ZLl(fl)k’ll"(Tk).

(a) Limite de la suite (Ay)nen
i. Pour tout n € N*,

2n 2n
In(k 1 In(k
SZn_A2n = Z ](C)_Z(_l)k ! ]({;)
k=1 k=1
111 In(k) In(k) In(k)
-y MM, oy MOy b, 5 R
k pair k impair k impair k pair
1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n
In(k)
= 2. -
2
kpair
1<k<2n

_ 2zln(21 Z”:ln?)—&-lnz

i=1

n
= S, +1n(2 27
=1

B
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iii.

iv.

Bilan : pour tout entier naturel non nul n, on a bien
‘ Agn = San — Sn = In(2) X5, 3 ‘

ii. On admet qu'il existe un réel v tel que 3p_; + = In(n) +v + o(1).

Asy = wn+hﬁfm-w%—hiﬁ)-mmﬂmon+w+dn)
:qm_wl(Mmgmwy—hﬁm—m@mmm—m®q+qn
= Umzfun+wn32)+ln@)hﬁn)+lnzn)7lnzn)7hd%.m0044n@)v+oﬂ)
= quun+hP@)fm@y7+dn

Comme la suite (u,) converge vers la limite [, on a limy, o0 U2, = limy,—y 400 Uy =
[, donc limy, 4 o U2y, — Uy, = 0.

. s ) _
Bilan : |limy 400 A2y = —5— —In(2).y =L

Pour tout n € N*,
In(2n +1
Agpy1 = Ao + ;ni-l-l)

In(2n+1) _ 0

Comme lim,,_, 4 A2, = L et par croissances comparées, lim,_, i =

on a encore limy, o0 A2py1 = L
Pour conclure, comme lim, 400 A2, = limy 400 Aon+1 = L, on peut dire que
limy—y 400 A = L.

Bilan :

limy, 400 Ap = 1"2# —In(2).y

Autrement dit, la série Z,Ol(fl)k’l% converge et

+00 2
;(71),6711%(?) _ ln2(2) ()

(b) Valeur approchée de la limite L

i.

iii.
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Pour tout n > 1,

In(2n+2) In(2n+1)
2n + 2 2n+1

A2n+2 - A2n =

et par décroissance de la fonction z — &) sur [3: 400 :

T
In(2n+2 In(2n+1 . B . (.
- £n+2 ) £n+1 ) > 0 donc Aopya > Aoy la suite (Agp)n>1 est croissante.

De fagon analogue, pour tout n > 1,

In(2n+3) In(2n+2)
— = — <
Azmts = Az 2n+3 2n+2 0

donc la suite (Aant1)n>1 est décroissante.

. La suite (Agy,) étant croissante de limite L, elle est toujours inférieure a sa limite

L. De fagon analogue, la suite (Ag,+1) étant décroissante de limite L, elle est
toujours supérieure a sa limite.
Bilan : ‘V’n, >1, Aoy < L < Aoy ‘

On est str que Ag, ou Ag,+1 est une valeur approchée de la limite L & 107 prés
dés que Agpy1 — Ao, <1075, Clest & dire dés que In(2n+1)

-5 .
T < 107°. Le programme
ci-dessous convient alors :
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n=1

while np.log(2+n+1)/(24n+1)>10%*(-5):
n=n+1

A=0

for k in range(2,2*n+1):
A=A+(-1) *x(k-1) *np.log (k) /k

print("Valeur approchée de L : ", A)

‘Probléme : les matrices pseudo-inversibles‘

‘Partie I : Définition, premiéres propriétés‘

1. Deux exemples :

00 0
(a) Soit A= (0 1 1
00 2

La matrice A est triangulaire supérieure, avec un 0 sur la diagonale, donc A n’est pas

inversible.
00 0
Notons B= |0 1 7% , alors :
1
00 3
000
AB=|0 1 0| =BA
001
000\ /000 000
ABA=|0 1 0ffo 1 1]={01 1]=A
001/ \0 0 2 00 2
000\ /00 0 00 0
BAB=(010)|0 1 —3|=(01 —3]|=B
00 1/\0oo0 3 00 1

Bilan : ‘A est pseudo-inversible et a pour pseudo-inverse la matrice B

000
(b) Le programme montre que la matrice C' = [0 1 0 | est pseudo-inversible, de pseudo-
00 2
000
inverse D=0 1 0
00 3

2. Unicité du pseudo-inverse

Soit A une matrice appartenant a M,,(R) pseudo-inversible ainsi que B; et By deux pseudo-
inverses de A.

(a) D’une part,
AB1ABy = (AB1A)By = AB>
et d’autre part
AB1ABy = BiABsA = B1A= AB;

en utilisant le fait que A et B; commutent, et que A et By commutent.
Ainsi ABy = AB;.
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(b) On a alors aussi BoA = B1A et

By = ByABy = BoAB) = B1AB, = By

Ainsi la matrice A admet un unique pseudo-inverse appelé la matrice pseudo-inverse
de A et notée A*.

3. Quelques exemples

(a) Soit A = 0, (r) la matrice nulle d’ordre n. Alors en notant encore B = Oy, (w), les

(b) Soit A une matrice appartenant & M,,(R) pseudo-inversible et P une matrice appar-

tenant & M, (R) inversible. Notons A’ = P~1.A.P. Soit (A')* = P~1.A*.P. Alors on
a bien :

A (A =P LAPP 1 A*P=P 1 LAA'P=P LA AP=(A)A
A (A A =P LAA*AP=P 1LAP=A
(A A (A =P LA AA'P=P LA P=(A)

et utilisant & chaque fois P.P~! =T
Bilan : ‘la matrice A’ = P"1AP est pseudo-inversible et (A')* = P’I.A*.P‘

matrice:? intel:venal}.t dans les relations (1) étant toutes nulles, on voit bien que A est (c) Soit A une matrice diagonalisable. Il existe alors une matrice inversible P et une matrice
pseudo—lnvermble d’inverse B. . . . diagonale D telles que A = PDP~!. Comme D est diagonale, elle est pseudo-inversible
Bilan : ‘ A = 0p,(r) est pseudo-inversible, et a pour pseudo-inverse A* = Opq,, () d’aprés le 5.a). Puis d’aprés le 5. b), la matrice PDP~! = A est pseudo-inversible.
(b) Soit P une matrice inversible d’ordre n. Alors il est évident que ) - - - - -
Bilan : ‘toute matrice diagonalisable est pseudo-inversible
ppl=1=pP'P, PP'P=p, P 'ppl=p! 9 _9 9
donc P est pseudo inversible de pseudo inverse P! (d) Soit A= _11 11 é
Bilan : |si M est inversible alors M est pseudo-inversible et M* = M~! i. Soit A € R. Le réel A est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — A\
n’est pas inversible. Une matrice est inversible ssi ses réduites de Gauss le sont.
4. Cas d’une matrice nilpotente
Soit N une matrice appartenant a M, (R) non nulle et nilpotente, ¢’est-a-dire qu’il existe 2-X 2 2 1 -1 3-2A
un entier p > 2 tel que N? soit la matrice nulle et que N?~! soit non nulle. A=A = -1 1-A 1 - -1 1= 1 Ly < Ly
1 -1 3-A 2—-\ =2 2
(a) On suppose que N est pseudo-inversible. Pour tout entier k supérieur ou égal a 2, 1 -1 Y
stk " k-2 k=2 _ ark—1 — 0 —A 4—- X L2—>L2+L10tL3—>L3—(2—/\)L1
N*N" = N.N*.N.N*"*=N.N""*=N (0 A A24BA_4
ou on a utilisé le fait que N et N* commutent. 1 -1 3—-A
Comme NP = 0, on a alors N*.N? = 0 donc NP~! = 0, ce qui est contraire a ’hypothése — 0 =X 4— A L3y — Ly — L»
portant sur N. 0 0 —X+6)2-38
Bilan - ‘une matrice nilpotente n’est jamais pseudo-inversible Cc‘gtc derniére matrice étant triangulaire, elle n’est pas inversible ssi A = 0 ou
I N +6A-8=0&A=20uA=4
(b) On vérifie aisément que la matrice N = ( b=t ) est non nulle et nilpotente, puisque
1 -1 Bilan : | Sp(A) = {0,2,4}
N? =0. La matrice N n’est donc pas pseudo-inversible. .
5. Cas d’une matrice diagonalisable e Calculons Ker(A). Soit X = |y
z
(a) Soit D une matrice diagonale, D = Diag(a1,--- ,on). On définit alors une matrice
1o —
o R _ . _f osia#0 2x —2y+22=0
E = Diag(B1.--- , fn) ot pour tout i € [[1,n]], on a f; = { 0'sia; =0 XeKer(A) & AX=0&{ —a+y—2=0
1si o T—y+32=0
Alors DE = ED = Diag(61,- -+ ,0,), ou §; = S? @ #0 . De plus, on a alors
Osia; =0 {7:L'+y7z:0 {y:x
S =
2= z2=0
DED = Diag(d1, ..,6,).Diag(az, ..., an) = Diag(ai, ...,an) = D
et 1
. . . Ainsi | Ker(A) = Vect(| 1
EDE = Diag(B1, -+ , 8). Diag(61, ., 00) = Diag(Br, ... Bu) = E st fer(4) = Veer({ |
Bilan : | D est inversible de pseudo-inverse D* = E‘
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ii. Comme A € M3(R) et posséde trois valeurs propres distinctes, A est diagonalis-

iii.

N. Marconnet -

e Calculons Ker(A — 2I). Soit X =

X eKer(A-2I) &

54

x

Y
z

—2y+22=0
A-2X=0&<¢ —z—y+2=0
( y
r—y+z=0
z

{1

Ainsi | Ker(A —2I) = Vect(

0
1
1

e Calculons Ker(A — 41). Soit X =

X e Ker(A-4I) &

d

U:
=0

<

—2x—-2y+22z=0

(A-2D)X =0 —z—-3y+2=0

{

z
Y

1

Ainsi | Ker(A —4I) = Vect(| 0

1

able. Notons

Alors on a A= P.D.P~L.

x
0

r—y—2z=0

1 01
D = Diag(0,2,4)et P=[1 1 0
011

z
Soit X =y | etY =
z

PX=Y &

et on en déduit que

Lycée Saint Just

¥

3

a

b
c

. Alors

rt+z=a

r+y=">

yt+z=c

Tt+z=a T+z=a
y—z=-a+b & y—z=-a+b
y+z=c 2z=a—-b+c
w:afz:%a+%bf%c
y=z—a+b=—ta+3b+1ic
z=1a-1b+1c

ISIEESIE

ol

[y
=
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iv. On a alors D* = Diag(0,1/2,1/4) et enfin

/8 —1/8 1/8
A*=PD* P l1=|-1/4 1/4 1/4
-1/8 1/8 3/8

tous calculs faits

‘Partie IT : Une caractérisation des matrices pseudo—inversibles.‘

1. (a) Comme les endomorphismes f et f* commutent, la relation fo f*o f = f s’écrit aussi:

{ [rofof=f
Jofoft=f
(b) Comme Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de E, il est évident que

{0} C Ker(f) nIm(f).
Soit y € Ker(f)NIm(f). Alors il existe x € E tel que y = f(z). Alors

y=flx)=f"ofof(z)=[f"(f(y)=f(0p) =0
puisque y € Ker(f). Donc y =0 et on a Ker(f) N Im(f) C {0}.
Bilan : par double inclusion, ‘Ker(f) NIm(f) = {0} ‘
(¢) OnaKer(f)NIm(f) = {0} et d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(f))+dim(Im(f)) =
dim(E) donc Ker(f) @ Im(f)=E : Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans F.

2. Dans cette question, on suppose que Ker(f) ® Im(f) = R™.
On définit 'application

fo:Im(f) — Im(f)
z = f(z)

et on admet qu’elle est linéaire.
(a) Soit z € Im(f). Alors
z € Ker(fo) © f(z) =0z e Ker(f)NnIm(f) < x=0
puisque Ker(f)NIm(f) =0, les deux s.e.v. Im(f) et Ker(f) é¢tant en somme directe.

Par conséquent, fy est un endomorphisme injectif de 'e.v. Im(f) qui est de dimension
finie, il s’agit donc d’un automorphisme de Im(f).

=

D’apreés le cours, puisque I'm(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans R™, pour tout
x € R", il existe un unique couple (z1,z2) € Ker(f) x Im(f) tel que z = z1 + 2.

On pose alors g(z) = (fo) ™" (22).
L’application g va clairement de R™ dans R™. Montrons que g est linéaire.
Soit (z,y) € R™ et a € R. On décompose z et y sous la forme

—
o
N

r=r1taz ety =y +y2
oit (z1,y1) € Ker(f)? et (v2,y2) € Im(f)?. On a alors

ax +y = ar) + Y1+ ars + Y2
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=

g

ou ary +y; € Ker(f) et azg +y2 € Im(f). Par définition de g, on a alors

glax+y) = (fo) ' (ama+12)
= a(fo) ' (@2) + (fo) " (y2) par linéarité de fo!
= ag(z)+ g(y) par définition de g

Ainsi g est linéaire.

Bilan : ‘ g est un endomorphisme de R™ ‘

Montrons que :
fog=gof (1)
fogof=1f (2)
gofog=g (3)
Soit x € R", avec & = x1 + x2 ou 21 € Ker(f) et z2 € Im(f). Alors

fog(x)=fo(fo)  (x2)=m

En effet, comme f; ' (x9) € Im(f), on a fo (fo) "(x2) = foo (fo) " (z2) = 22

De plus, go f(z) = g(f(x1) + f(22)) = go f(x2) = (fo) ' (f(x2)) = (fo) "o fo(w2) = 2
puisque z9 € Im(f).

Ainsi f o g(z) = go f(x) pour tout  dans R™, on en déduit donc (1).

Ensuite,

fogo f(z) = f(ae) = f(z1 +a2) = f(x) puisque f(z1) =0
d’ou (2) et enfin
go fog(x)=g(wa) = (fo)~'(x2) = g(x) par définition de g

d’ou (3).
En notant B la matrice dans la base canonique B de I'endomorphisme g défini précédem-
ment, on a alors

AB = BA,ABA = A,BAB = B

Bilan : ‘A est pseudo—inversible‘

3. Une autre formulation :

(a) Montrons que pour tout endomorphisme f € £(R"), on a :

N. Marconnet - Lycée Saint Just 11

Ker(f)@Im(f) =R" & Im(f) = Im(f*)

o Supposons que Ker(f) @ Im(f) =R" et montrons que Im(f) = Im(f?).
Tout d’abord, pour tout y € Im(f?), il existe z € R™ tel que y = f2(z) = f(f(z))
donc y € Im(f). On a donc déja 'inclusion I'm(f?) C Im(f).
Soit y € Im(f). 1l existe z € R™ tel que y = f(x). Par hypothése Ker(f) &
Im(f) = R", il existe donc x1 € Ker(f) et xa € Im(f) tels que x = z1 + z9. 11
existe z € R™ tel que z9 = f(2) et on a alors

y=fz) = flar+ f(2)) = f(21) + [2(2) = f2(2)
donc y € Im(f?). D’ou l'inclusion Im(f) C Im(f?).

Finalement on obtient bien que Im(f) = Im(f?).
Ainsi Ker(f) @ Im(f) =R" = Im(f) = Im(f?).
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o Supposons que Im(f) = Im(f?) et montrons que Ker(f) @ Im(f) = R”. Tout
d’abord d’aprés le th. du rang, on sait que dim(Ker(f) + dim(Im(f)) = n. 1l
reste donc a montrer que Ker(f) + Im(f) =R".

Notons que Uinclusion Ker(f) + Im(f) C R™ est évidente.
Il reste & montrer que R™ C Ker(f) + Im(f).
Soit y € R™ Alors f(y) € Im(f) = Im(f?) donc il existe € R™ tel que
1) = P(). Alors

y=y— flz) + f(z)
o f(x) € Im(f) et y — f(x) € Ker(f) puisaue f(y— f(z)) = f(y) — [(x) = 0.
Donc y € Ker(f)+ Im(f). Ainsi on a bien Ker(f)+ Im(f) =R".

e Bilan : ‘Ker(f)@[m(f):]R” & Im(f):Im(fZ)‘

(b) On remarque que si Im(f) = Im(f?) alors rg(f) = rg(f?). L'implication réciproque

est également vraie : si rg(f) = rg(f?), comme Im(f2) C Im(f), on a alors Im(f?) =

Pour une matrice A et f son application linéaire canoniquement associée, on a alors :

A est pseudo-inversible < Ker(f)® Im(f) =R"

< rg(f) =rg(f?)
& rg(A) =rg(A%)

Bilan : ‘A est pseudo-inversible ssi rg(A) = rg(A?) ‘

N

Le programme indique que 7g(A) = rg(A?) donc la matrice A est pseudo-inversible
d’aprés ce qui précede.
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