(b) Soit x € R. Siz > 2n+1, alors pour tout k € [[0, n]], 2k+1 > 1ldonc 1—g5%5 <0
c . et on en déduit que P,(x) < 0 : x ne peut pas étre racme de P,.
Corrlge du CBL - SUJet type EM Lyon Par ailleurs si # < 1, alors pour tout k € [[0,n]], 3755 < 1 donc 1 — 5% > 0 et
vendredi 8 novembre 2024 on en déduit que P,(x) > 0 : x ne peut pas non plus étre racine de P,.

‘Bﬂan : les racines de P, appartiennent nécessairement a Uintervalle [1;2n + 1] ‘

[PROBLEME I - EML 2020

4. (a) On obtient comme & la question 2.(a) : pour tout n € N, pour tout = € R,
On note, pour tout n de N, P, la fonction polynomiale définie par:

2n+2 (71)]‘:
2n+1 (_I)k T’L+1(‘/I;) = — z T
Vo €R, P(z) = : k=0
— K 2ntl Nk 2n+2
k=0 . Z (—2)
PARTIE A : Et i i 5 B e (n+2)
: Etude de la suite des racines des polynémes P, k=0
2n+2
1. (a) Soit n € N. Tout d’abord, P,,(z) ~4— 100 % Nt — (23:: On en déduit = —Py(z)— 2n+2)
que lim, 1o Po(z) = —00 et que lim,, o, Py(2) = +00.
(b) La fonction P, est polynomiale donc continue sur R. Comme de plus lim,,,_o, P,(x) = et
+o0 et limy, 1o Pp(x) = —00, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il , 2n+2 (—a)k-1
existe au moins un z réel tel que P,(z) = 0. Pla(z) = — Z(*l)km
‘Bilan : pour tout n de N, le polynéome P, admet au moins une racine réelle‘ ) ’“1:1
n+ k
(o)
2. (a) Pour tout n € N, pour tout z € R, = Z il
k=0
2n+1 k*l n+1 _ = P (.I‘)
R e M "
k=1 (b) Soit pour tout n € N, la propriété H(n) : "P, est strictement décroissante sur
2n (—x)k 2nd1 (_T)k (—a)2mHl R et s’annule en un unique réel u,,"
- Z B = Z Ll (2n+1)! e La fonction Py est définie par Py(z) = 1—x, elle est donc strictement décrois-
F=0 _— k=0 sante, et s’annule uniquement en ug = 1. Donc H(0) est vraie.
= —P,(z)— h e Soit n € N tel que H(n) est vraie. Comme P, = P,, on a alors :
n !
T —00 Un +00
(b) Supposons qu’il existe une racine de P, d’ordre au moins deux. Notons « cette
racine. D’ aprés le cours, P,(a) = P (a) = 0. D’aprés la relation précédente, on P! \(z) = Py(x) + 0 -
2
a alors — (2n+1),7 ce qui équivaut & a = 0. Mais P,(0) = 1 donc o = 0 n’est pas /
racine de P, ! Py yi(un)
C’est absurde. Pl (x) \
‘Bﬂan : les racines du polynéme P, sont toutes simples‘
3. (a) Pour tout n € N, pour tout z € R, Or Pl (un) = —Puluy,) — (12]3:2;;' = 7% < 0 car u, > 0. Par con-
i » séquent, pour tout z € R, P, (x) < 0, ce qui montre bien que la fonction
P(z) = Z ”L' _ Z ﬁ' P, est strictement décroissante sur R. De plus, lim,, o, P,41(x) = 400
i pair0<i<andl U i impair0<i<ondl et limy 100 Po(x) = —00, donc P,y est bijective de R dans R. Par con-
n 2% n 2k séquent, la fonction P,y s’annule bien en un unique réel u,.; ce qui montre
= — H(\ + 0).
2GR D) (L o0) _ . — .
k=0 k=0 e Conclusion : ‘pour tout entier n, P, est strictement décroissante sur R et s’annule en
no ok
Sy 5. (a) def Plam):
N ( ) 5. (a) de n,x):
“— (2k)! 2k+1 S=0

for k in range(0,2xn+2):
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8=8+(-x)**k/math.factorial (k) (b) Par ailleurs,

return S +oo A
lim P,(l) = COF
(b) On sait que la racine u, appartient a [1,2 x n + 1]. D’ot, par la méthode de notoo : k! ’
dichotomie : r=0
L s ) Pour tout n € N,
. ef suite(n):

2 a=1 |Pn(un) - 67l| = ‘Pn(un) - Pn(g) + PrL(l) - 67[|
3 b = 2%n+1 < |Pu(tn) = Po(0)| + | Po(l) — 7| par inégalité triangulaire
4 c = (atbh)/2 ‘ —
5 while b-a>10%%(-3): S Clun =+ 1P(0) = e
6. if P(n,c)>0 : Comme lim,,, 4o €|u, — £ + |P,(I) — e7!| = 0, on trouve par encadrement que
7 a=c limy, 4 oo Po(un) = e7%
8 else :_ (¢) Pourtoutn € N, u, > 1,doncl > 1. Onaalorse™ > 0. Comme lim,,_, o0 Py (u,) =
9. _ b =c e, a partir d'un certain rang ng, on a nécessairement P,(u,) > 0 : absurde
12 . c = (atb)/2 puisque P, (u,) vaut toujours 0 !

. return c

1 est abs > a suite n )JneN S as nte.
Ceci est absurde, donc la suite (u,),eny n’est pas convergente

(¢) Il semblerait que pour n assez grand, %= ~ 0,6, c’est-a-dire que u, ~p_400 0, 6n.

’ ) 8. La suite (u,) étant croissante et divergente, elle tend nécessairement vers +oo.
On aurait alors lim,,_,, o u, = +00.

6. (a) Par définition de P41 : Vn € N, Vx € R, Bilan : ‘ limy, s 4 o0 Un = +OO‘

()22 (—g)2nt3
@nt2)! " (2ni3) PARTIE B : Quelques résultats intermédiaires
oni2 ’ i3 ’ Les deux questions de cette partie sont indépendantes entre elles et indépendantes de la
x At

= P, — partie A.
@+ G~ @)
9. On note f la fonction définie sur ]0;1] par: Vt €]0;1], f(t) = —In(¢).

Pn+1(x)

P,(z)+

En évaluant cette relation en « = w,, comme P, (u,) = 0, on trouve que :

1
u2nt2 w23 u2n+? u (a) La fonction f est continue sur 0, 1], donc 'intégrale I = / f(t)dt est impropre
Prlug) = o T T (q | 0
@Cn+2)! (2n+3)! (2n+2)! 2n + 3 en 0. Soit € > 0, alors
(b) On sait que 1 < u, < 20+ 1. Done 0 < gta < 35 < 1 et par conséquent, L= [ I = ) 411 = 14 enfe) — e o
1 —5ias >0, donc Py1(uy) > 0. On en déduit que Poyq(un) > Puyi(tnga) et ‘ . € ¢

par stricte décroissance de P11, U, < Upy.

1
Bilan : ‘ la suite (ty,)nen est croissante‘ Bllan: | 7= ﬁ F(#)dt converge et [ =1

(b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et soit k € [1;n + 1].

7. On suppose dans cette question que la suite (u,)en est convergente de limite £. X .
La fonction f étant décroissante sur ]0, 1], on a pour tout ¢ € |

k. k+1}
n’ n 17
(a) La suite (u,) étant croissante et positive, pour tout n € N, 0 < u,, < [. Pour I

E+1 k
tout ¢ € [up, ], f( " ) < f(0) Sf(g)
2n+1 k—1 2n t i
P(t) = Z k(—l)% - _ Z (_‘) d’ou en intégrant, la fonction f étant continue sur |0, 1] et les bornes dans le bon
k=0 M = SenS, Et1 kt1 kt1
k41 o =k
donc / L g < / F(t)dt < / FEyar
2n ‘tll +o00 ‘tll " . L3 n L3 k n
<Y <Yy <l < n n n
| (1)] —; q —; S s et donc on a bien
Et enfin, d’aprés I'inégalité dc;} accroissements finis : lf k+1 < = Ft)dt < lf E
‘VHEN | Py (un) — Po(0)| < e |un—é\‘ n n ® n° \n
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~

1 k
Bilan @ |lim, 400 — Zln (7) =-1
n n

En sommant pour k£ variant de 1 a n — 1, on a d’une part :

n—1 % n—1 ’CT# k
ft)dt < f(=)dt

donc par la relation de Chasles
et en remarquant que f(%) =1, on a

D’autre part, en sommant pour k£ de 1 & n — 1 dans l'autre inégalité:

S () < rom

k=1

S o

n

et en rajoutant 1 f(1) =

)
- Zf / f(t)dt 4 Inln)
Bilan :

/f nl (%)é/jf(t)dt—%@

D’apreés le 9.(a), lim,, ﬁ f(t)dt fo t)dt = 1. Comme lim,,_,, o
(CQ), on obtient que :
Ty, oo 5 Dok () =1

I“T", on obtient bien :

S\H

In(n) _
=

(d) Pour tout n € N*,
(nhyt/n 1 1< 1«
In = —lIn(n!) —In(n) = — In(k) — — In(n
(M) = e =) = S S = 3 e
I~ K
= - Zln(f) —n—+oo -1
n n
k=1
En passant ensuite a ’exponentielle et en exploitant la continuité de ’exponentielle
en —1, on trouve que |lim,_, % =e! ‘
N. Marconnet - Lycée Saint Just 5 Année 2021-2022

10. On note g la fonction définie sur |0; +oo[ par: Vit €]0; 400, g(t) =t+In(t)+1
La fonction g est dérivable sur ]0; +oc0[, et pour tout ¢ > 0, ¢'(t) = 1+ + > 0. La
fonction g étant continue et strictement croissante sur ]0; 4+o0], elle réalise une bijec-
tion de ]0; 4o0[ sur g(]0; +00[) =] — 00, +00[. Comme 0 €] — co; +o0], il existe bien
un unique « appartenant a ]0; +oo[ tel que g(a) = 0.

On remarque que gle™!) =e ! —1+1=¢!1>0,et quegle?) =e2-2+1=
2 -1 < 0. Par conséquent, g(e=2) < g(a) < g(e™1), ce qui implique par stricte
croissance de g que e2 < o < ¢!

PARTIE C : Equivalent de la suite (u,)nen

11. (a) On considére la fonction h définie par h(z) = e™®. Cette fonction est de classe
C> sur R, et pour tout k € N, h®(x) = (—=1)*.e=*. Soit n € Net 2 € R. D’aprés
la formule de Taylor avec reste intégral, appliquée a la fonction h entre 0 et z, a
Pordre 2n, on trouve que :

2n g (k) T (o 4)2n
h(:p):zh ©) ey A %.h%%)dt

— k! (2n)!
soit ici )
- _ - (71)]‘ Ak N (‘L - t)zn 2n+1 _—x
k=0
d’ou enfin

O A g
¢ 72 k! 7/0 (2n)! dt

(z—t)z”

@ .7t >0, donc en

(b) Pour tout n € N, pour tout z € R, pour tout ¢ € [0, z],
intégrant avec les bornes dans le bon sens,

T I—th .
OS/O %e dt

(@) ¢ o (@=)*

D’autre part, pour tout ¢ € [0, z], G € S T

. Donc en intégrant (bornes
bon sens) :

S I N Ty
/O @ ¢ dtg/o el T G T 0 T e

T (.’E _ t)Qn —tdt < l,2n+1

Bilan : [Vn € N, V, R*, 0< < —
1lan nelN, Vo € s /0 (Qn)! e (2n+1)!

(c) Comme P,(z) = 32", (%)k — %7 on a d’'une part
2n+1 2n (71)19 T ( o t)?n
P, —e > e
@+ 2 2w */0 2n)! ¢
et d’autre part
2n o Nk o2n+1 T (. 1\2n 2n+1
Rw=3 Eh o e [P g T <o

— k 2n+1) o (2n) 2n+1)
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On en déduit bien que :

Bilan :

:L.2n+1

; + <e ™K ——
VneN, Ve R", P,(z) <e < Py(z) + GnE 1)

12. Soit n un entier de N.

(a) D’une part, pour tout x € Ry, P,yi(z) < e, done Poyq(uy,) < e .

D’autre part, pour tout z € Ry, e™* < P, (z) + ﬁ, donc comme P,(u,) =0,
—un (un)2n+1
e < e

(b) On utilise dans cette question les résultats des questions (3)(b) et (6)(a).
D’une part,
(un)2n+1 (un)Qn Uy, (un)Zn

_ . < L<2m+1
Cnt D)l @a)l 2041 (2o U EAE

D’autre part,

(un)® 2 2n 43 —u,
(2n+2)!" (2n+ 3)!
2.(u,)*™ 4, 2n+3—u,
(2n +3)! tin: 2
2.(up )"

(2n +3)!

Pn+1 (un)

En effet, u, > 1 donc u2 > 1, et 2n+ 3 — u, > 2, donc ZH3=tn > 1,

2(un)2n —un (un)Zn

2n+3) =% S 20

Bilan :

En multipliant 'inégalité de droite par e*.(2n)!, on trouve que (2n)! < (u,)?".e*".

En multpliant I'inégalité de gauche par e*» @, on obtient (u,)?".e" < w

Bilan :

(2n)! < (up)?e' < L";S)!

Un
13. On pose, pour tout n de N*: Wy, = —.
2n

. . Wn W n ] 20 un o

(a) On remarque que wy,.e"™ = §2.e2n = 5-.((u,)*".€"") 2.

D’aprés la question précédente, en remarquant de plus que
(2n43) = (2n+3).(2n +2).(2n 4+ 1).(2n)! < (2n + 1)%.(2n)!
on obtient bien :

Bilan :

(2n)) %
2n

Vn € N*
neN 2 m

<2n+3>3>2‘" (@))%

w,
S wpe™ < (
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(b) D’aprés la question 9.(d),

1
lim W —e !
n—-+oo 2n

De plus,

(2n + 3)?
( 2

par croissances comparées, et par continuité de la fonction exp en 0.

Finalement, par encadrement, lim,,_, . w,.c*" = ¢~} donc par continuité de la

fonction In, lim, o In(wy,) + w, =1 c’est a dire que lim,_, g(w,) = 0.

La fonction g étant continue, strictement croissante, bijective, la fonction g=*

posséde les mémes propriétés et

)i — G%A(sln(2n+3)—ln(2)) oo 60 =1

lim w, = lim ¢ '(g(w,)) = ¢7(0) = «

n—+00 n—+00

Bilan : |lim, 0wy, =

14. limy, 400 5% = @

Bilan : |u, ~pq00 2an

Remarques sur ce Probléme :

Un probléme assez costaud !!

Beaucoup de relations & manipuler, c’est long...

Quelques classiques & ne pas rater qui peuvent faire la différence : dichotomie, IAF, Taylor
reste intégral... S’accrocher et rester au contact du sujet !!

|[PROBLEME II - d’aprés EML 2014 |

Partie I : Quelques généralités
1. e Pour toute matrice M € M, (R), on a encore ®4(M) = AM — MA € M,(R),
ainsi ®4 va bien de M,,(R) dans M, (R).
e Soit (M,N) € M, (R)? et a € R. Alors

D (aM+N) = A(a.M+N)—(a.M+N).A
= =a.(AM — MA)+ AN — NA = a®4(M) + ®4(N)

donc @4 est linéaire.

Bilan : ‘Cb 4 est un endomorphisme de M,, (R) ‘

2. 4 (1,) = AL, — I, A = 0. Par conséquent Ker(®,) # {0} donc ®4 n’est pas injectif.
Comme ¥4 est un endomorphisme d’un e.v. de dimension finie, ®4 n’est pas non
plus surjectif.

Bilan : ‘@A n’est ni injectif, ni surjectif‘
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Partie II : Etude d’un cas particulier

On suppose, dans cette partie seulement, que n =2 et A = ( (1) :13 )
1. La matrice A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont donc égales a ses
coefficients diagonaux. Ainsi
Spec(A) = {1,3}
Comme A € M3(R) et posséde deux valeurs propres distinctes, A est diagonalisable.
Bilan : ‘A est diagonalisable et Spec(A4) = {1, 3}‘

2.
Oy(Er1) = —FEip
D4(E12) = —2E;»
Qu(Es1) = Eig+2Ey1— Eay
Qu(Erp) = Eip
Ainsi
0 0 1 0
-1 -2 0 1
C = Matg(Pa) = 0 0 2 0
0 0 -10
0 0 1 0 0 1
-1 —2 0 1 1 0
rg((I)A) = Tg(c) = VCCt( 0 ) 0 s 2 o ) = VCCt( olf- 2 ) =2
0 0 -1 0 0 —1

En effet, ces deux derniéres matrices colonnes ne sont pas colinéaires, donc forment
une famille libre.

3. Tout d’abord, comme rg(®,4) = 2, on a dim(Ker(P4)) = 2, donc 0 € Spec(Py4).
Utilisons la méthode des réduites de Gauss. Soit A € R.
-A 0 1 0

C-AlL = Bl 7207)\ 29>\ (1)

0 0 ~1 -
-1 —2-)x 0 1

N _0/\ 8 _11 Y avec Ly <> Ly et Ly <> Ly
0 0 2-X 0
~1 —2-X 0 1

. 8 A(20+A) 711 :i avec Ly Ly— ALy et Ly Ly + (2= \)Ls
0 0 0 =A2-X)

Une matrice est inversible ssi ses réduites le sont. Comme cette derniére matrice
obtenue est triangulaire,

A € Spec(C) & C — A\.I; non inversible < A € {—2,0,2}
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D’ot enfin
Spec(Pa) = {-2,0,2}
Comme dim(Ker(®,4)) = 2, on a alors
Z dim(Ker(®4—A.1)) = dim(Ker(®y4))+dim(Ker(®a+21))+dim(Ker(P4—21)) > 4
AeSpec(P 4)

Mais d’aprés le cours, erspec@,‘) dim(Ker(®a — M.1)) < 4.
Donc nécessairement cette somme est égale a 4 et 4 est diagonalisable.

Bilan : | ®4 est diagonalisable et Spec(®4) = {—2,0, 2}‘

Partie III : Etude du cas ot A est diagonalisable

On suppose, dans cette partie seulement, que la matrice A est diagonalisable dans M,, (R).

1. Supposons que A est diagonalisable. Alors il existe une matrice diagonale D et une
matrice inversible P telles que A = P.D.P~1. D’oil en transposant :

‘tA='PD P ="'P1ID.'P=('"P)I.D.'P=Q.D.Q"
ot Q = (*P)! est inversible. Par conséquent ‘A est diagonalisable. Etant associée a
la méme matrice diagonale D que A, ces deux matrices ont le méme spectre.
Bilan : ‘ ‘A est diagonalisable et Spec(‘A) = Spec(A) ‘

2. Soient X, Y € M,, (R) tels que X (resp. Y') est un vecteur propre de A associé a une
valeur propre A (resp. de 'A associé a p).

OUX.Y) = AXY - X.'V.A
= AXY - X.T(TAY)
= AXY - pu XY
= A—p).X.Y
L1 Y1
Par ailleurs, posons X = | : | et Y = [ : |. Comme X # 0 et Y # 0, il existe
Tn Yn

ip € [[1,n]] tel que z;, # 0 et il existe jo € [[1,n]] tel que y;, # 0. Alors z;,.y;, # 0.
Par conséquent la matrice carrée X.'Y = (@i-Y;)1<i<n, 1<j<n POsséde au moins un
coefficient non nul. Ainsi X.'Y # 0.

Bilan : ‘X Y est un vecteur propre de ® 4, associé a la valeur propre A — u‘

3. Soient (X, Xo,...,X,) et (Y1,Ys,...,Y;,) deux bases de M,,; (R) On note F la
ami — Sty 5
famille F = (X; 'Y} ) ¢ iy ernmp2-

Soit (4,7) € [[1,n]]*>. Comme (Xi, Xs,...,X,) est une base de M, (R), il existe

(a1, ) € R™ tels que

Vi= Zn: . X,
=1

De méme, comme (Y7,Y5,...,Y,) est une base de M, ; (R), il existe des coeflicients

(B1,--+, Bn) € R™ tels que
V= Zﬁi-Y}
=1
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On a alors

ViV; O X (> 8
k=1 =1

(Z Oék-Xk)-(Z B;.1Y;) par linéarité de la transposition
k=1 =1

n

Zzak:ﬁl~Xk~t5ﬁ

k=1 I=1

Par conséquent, la matrice V;'V; appartient bien au s.e.v. engendré par la famille
F. D’aprés le rappel donné en début de sujet, la famille (E;;) = (V;."V;) est une
base de M,,(R). 1l s’agit donc d’une famille génératrice de M,,(R). Comme toute
matrice de ce type est combinaison linéaire de la famille F, la famille F est donc
aussi génératrice de M,,(R). De plus, Card(F) = n? = dim(M,(R)).

Bilan : ‘la famille F est une base de M,,(R) ‘

. Comme A est diagonalisable, il existe une base (X1, X, -+, X,,) de M,,1(R) formée
de vecteurs propres de A.

De méme, comme ‘A est diagonalisable, il existe une base (Y7, Ys, - -+, ¥;) de M,, 1(R)
formée de vecteurs propres de *A.

D’aprés le 2., pour tout (4,5) € [[1,n]]?, la matrice X;."Y; est un vecteur propre de
Dy.

D’aprés le 3., la famille F = (X;. tl@)(iﬁj)e[[lynﬂz est une base de M,,(R).

Par conséquent, il existe une base de M, (R) qui est formée de vecteurs propres de
® 4. D’apreés le cours, 4 est diagonalisable.

Bilan : |®4 est diagonalisable‘

. Chacun des vecteurs de la base F définie & la question précédente est un vecteur
propre de ® 4. Pour (4, j) € [[1,n]]?, en notant ); la valeur propre de A associée a X;
et p1; la valeur propre de ‘A associée & Y;, d’aprés le 2. la valeur propre associée a
Xlt}/J est Al — M.

Comme Spec(‘A) = Spec(A), on a finalement
Bilan : ‘Spec(@A) ={A—pu (\pe Spec(A)Q}‘

Hérédité : soit k € N un entier fixé tel que H (k) est vraie.

AT AT.T*

(TA+\T).T*

TATF + AT

T(T*A + \kT*) + \.T*! par H.R.
— Tk+1A + /\.]{‘.TkJrl + )\'TkJrl

= THA 4\ (k+1). 7!

donc H(k + 1) est vraie.

Bilan : ‘pour tout k € N, &, (TF) = /\kT’“‘

. Supposons que les matrices I, T, T?, ..., T "* Soient toutes non nulles

Alors pour tout k € [[0,n?]],

D4 (TF) = AKT*
donc les réels .k sont tous valeurs propres de ® 4. Comme A # 0, &4 posséde donc
n? + 1 valeurs propres distinctes. Mais ®4 est un endomorphisme de 'e.v. M, (R)
qui est de dimension n?, donc posséde au plus n? valeurs propres distinctes. Ceci est
absurde.

Bilan : ‘il existe k € [[0,n?]] tel que T* = O‘

On note p l'entier de N* tel que 77 = 0 et TP~ #£ 0.

. Notons f I’'endomorphisme canoniquement associé a la matrice T7P~!. Comme TP~ £

0, f n’est pas 'endomorphisme nul, donc il existe un vecteur u tel que f(u) # 0.
En revenant aux notations matricielles, cela signifie qu'il existe X € M,, (R)tel que
TP1X #£0.

On considére la famille D = (X, TX,--- ,7P71X). Comme TP~'X # 0, on a bien sfir
X #0.
Soit (X, A1, -+, Ap—1) € RP tels que

)\OAX + >\1TX + -+ )\pflTp_lX =0 (*)
En multipliant () par 777!, on obtient
M TP X + M TPX 44+ X, TP 72X =0

Partie IV : Etude d’un sous-espace propre de &, associé 4 une valeur propre

S NTPIX =04 A\ =0 puisque TP7'X #£0
non nulle

puis en multipliant (x) par 7772 : A\;.TP71X = 0 donc A\; = 0, etc...
Finalement il reste A\,—1.777'X = 0, donc A,—1 = 0.
H(k): Ba (TF) = AT Ainsi A\g = - -+ = A\p_1 = 0 donc la famille D est libre.

1. Soit, pour tout k£ € N, la propriété

On procéde par récurrence.
Initialisation : si k=0, ®4(T°) = ®4(]) = 0 et A\.0.7° = 0, donc H(0) est vraie.

Remarque : preuve plus rigoureuse, mais plus lourde, par récurrence.

Finalement, comme D est une famille libre de M,,1(R), on a Card(D) < n.

Bilan :

Si T est un vecteur propre de ® 4, T est donc une matrice nilpotente d’indice de nilpo-
tence inférieur ou égal a n.
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Partie V : Etude d’un deuxiéme exemple

1. (a) On utilise la méthode des réduites de Gauss.

3—A -1 1 1 -1 2—-A
A-N; = 2 =X 1 — 2 -2 1 en permutant les lignes
1 -1 2-X 3—X -1 1

1 -1 2—A
0 —A+2 —A24+5)1—5
1 -1 2—A

— |0 —A+2 —3+2A Ly« Ly — L,
0 0 A4 3N =2

Une matrice est inversible si et seulement si ses réduites le sont. La derniére ma-
trice étant triangulaire, elle n’est pas inversible ssi —A+2 = 0 ou —A24+3XA—2 = 0,
ssidA=1ou =2

Bilan : | Spec(A) = {1, 2}

Comme 0 ¢ Spec(A), A est inversible et ‘ f est un automorphisme de R3

(b) Déterminons les deux sous-espaces propres de A.

x
e Soit X = |y
z
2 -1 1 x
XeKer(A-I) & (2 -1 1| =|y | =0
1 -1 1 z
2r—y+2=0 o B
{x—y+z:0 Sr=0ety==z

54

0

Donc Ker(A—1)=Vect(|1]). En particulier, dim(Ker(A —1)) =
1

e Soit X = |y

z
1 -11 T
XeKer(A-2]) & |2 -2 1| =|y | =0
1 -1 0 z
r=y
< { z2=0
1
Donc Ker(A —2I)=Vect(|1|). En particulier, dim(Ker(A — 21)) =
0
Ainsi
> dim(Ker(A - A1) = dim(Ker(A — I)) + dim(Ker(A — 21)) =2 # 3
A€ESpec(A)
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donc A n’est pas diagonalisable.

Bilan : | A n’est pas diagonalisable

Remarque : on aurait pt se contenter de calculer le rang de A — I et de A — 21.
Cependant les bases des sous-espaces propres vont nous servir dans la question
suivante...

2. (a) On choisit les vecteurs u; = (0,1,1) et uy = (1,1,0) obtenus précédemment.
On sait que f(u1) = uy et que f(uz) = 2uy puisqu'il s’agit de vecteurs propres
associés aux valeurs propres 1 et 2.

Montrons rapidement que la famille B’ = (uy, ug, e3) est une base de R®.

010
rg Mate(B') = 11 0] =rg
1 01

O = O
[N

0
0 =3
1
Cette matrice est bien inversible, et B’ est une base de R®. Comme f(u;) = u1,
fug) = 2ugz et
fles) = (1,1,2) = 0.(0,1,1) + 1.(1,1,0) + 2.(0,0,1) = 0.y + Ly + 2.5
on obtient bien

1
0

O N O
N = O

(b) D’apres le théoréme de changement de base, la matrice

010
Q=Mate(B)y=111 0
1 01
vérifie bien A = QTQ ™.
1 00 000
3. (a) Notons D=0 2 0| et N=|[0 0 1]|.On aalors:
00 2 000
1 0 0
e D diagonale, donc pour tout k € N, D¥ = (0 2¥ 0
0 0 2

e N2 =0, donc pour tout k > 2, N¥ =0
e DN=2N=ND

Comme N et D commutent, par la formule du bindéme, pour tout k € N*,

Ny

Tk _ Z()NLDnl
=0
k
0

(
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(b) Avec

10
I=(01
00

0 100 100
0 T=1(0 21 =10 2 4
1 00 2 00 2
7%

On montre aisément que la famille (I,T,T?) est une famille libre de M3(R).

4. Soit M € M3(R). Alors

a b c
Notons M = |d e f].
g h i

M € Ker(®r) &

Ainsi

Ker(®r) = Vect(

et on en déduit aisément que dim(Ker(®7)) =

M € Ker(®7) < TM = MT

Alors
100 a b ¢ a b ¢ 100
021 d e fl=|d e f 0 21
00 2 g h 1 g h i 00 2
a=a .
b= 9b ;gi;*"‘”f
¢=bt2e oh = 2h
2d+g=d 9% — h 4 2i
2¢ +h=2e¢ b= !
b=c=d=g=h=0
e=1
a 0 0
M=|0 e f
0 0 e
100 000 000
00O0)],{010],{00 1))
000 001 000
3

Par ailleurs, la famille (I,7,7?) est libre et formée de vecteurs de Ker(®r). Comme

de plus Card(I,T,T?) =
Ker(®7).

5. Soit M € M,(R).
M € Ker(®4)

tos e Q

N. Marconnet - Lycée Saint Just

3 = dim(Ker(®r)), la famille (I,T,T?) est une base de

AM = MA

QTQ'M = MQTQ™!

T.Q'MQ =Q *MQ.T

Q'MQ € Ker(®r)

Q'MQ =a.I+BT+~T? avec (o, 3,7) € R
M=al+p.QTQ ' +~+.QT%.Q"

M =a.J+B.A+7.A%
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et donc Ker(®,) = Vect(I, A, A%). 1l reste a montrer pour finir que la famille
(I, A, A?) est libre.
Soit (v, B,7) € R3. Alors

al +BA+7A=0 & Q' IQ+B.Q  AQ+~+.Q 1LA2Q=0
S al+pT+~+T*=0
& a=f=vy=0 parliberté¢ de (I,T,T?)

Bilan : ‘ (I, A, A%) est une base de Ker(®,4) ‘
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