Corrigé du Concours Blanc 1 - Sujet facultatif type HEC/ESSEC
vendredi 8 novembre 2024 - DS n°3 bis

On pose : Eg = {f € C°(R,R), f bornée sur R}.
Si f € Ey, on notera No(f) = sup,er | f(2)]-

‘Partie I - Propriétés de la fonction arctan.‘

On rappelle que la fonction arctan est bien définie sur R et de classe C*° sur R.

1. Pour tout = € R, arctan’(z) = ﬁ

2. La fonction arctan est strictement croissante et continue sur R, donc bijective de R sur
I =]lim,_, o arctan(z),limg, 1o arctan(z)[=] — , 3.

3. La fonction arctan est dérivable sur R et pour tout x € R, |arctan’(z)| = ﬁ < 1.

D’aprés l'inégalité des accroissements finis, on peut donc dire que pour tout (z,y) € R?
|arctan z — arctany| < |z — y|.

4. Posons, pour tout z €]0;+o0[, g(x) = arctan  + arctan % La fonction g est dérivable sur
cet intervalle par composée et somme de fonctions dérivables. On a pour tout > 0,
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/
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I;a fonction g est donc constante sur I'intervalle ]0; oo[. De plus, g(1) = 2arctan(l) = 2.5 =

R

H . * . 1 _ =«
Bilan : |pour tout x € RY, arctanz + arctan ;; = 5 ‘

Si f € Ep, on définit, sous réserve d’existence,

O(f):z€eR— /0+00 arctan(tx). 1fit22dt

L’objectif du probléme est d’obtenir quelques propriétés de ®(f) et de .

Partie IT - Premiéres propriétés de @(f) et de ®.]

5. Montrons que Ey est un sous-espace vectoriel de C°(R,R).
— Ey C C°R,R) par définition.
— La fonction nulle est continue et bornée sur R, donc Ogor) € Ep.
— Soit f et g deux éléments de Ey, soit @ € R. Tout d’abord la fonction . f + g est encore
continue sur R. Comme f et g sont bornées, il existe deux réels M > 0 et N > 0 tels
que pour tout x € R,
If (@) < M et |g(x)] < N

Par inégalité triangulaire, on a alors pour tout € R,
. £(2) + 9()] < lal1f@)] + lg(@)] < a]-M + N

donc la fonction a.f + g est bornée. Elle appartient donc bien a Ejy.

Bilan : | Ej est un s.e.v. de C°(R,R) ‘

. Soit f € Ep et x € R. Pour tout t € R, |arctan(tz)| < T et |f(t)| < No(f), donc

f(t) T 1
1+t2| = 5'N°(f)‘1+t2

| arctan(tz)

Or lintégrale ;;r F t2 dt est convergente et vaut

/+oo L dt = lim [arctan(t)] = il
o 141827 ASte LD

f(1)

Par critére de majoration, I'intégrale f0+°° arctan(tx) e

dt est absolument convergente.

. Soit f € Ey. En intégrant la majoration précédente, les intégrales étant toutes convergentes,

on trouve que

+o00 2
/0 | arctan (tz) 1’;“22 at] < 2 No(f). 5 = = No()

puis par inégalité triangulaire,

400 rt00 2
[D(f)(z)| = \/0 arctam(zﬁw).1";(_22 dt| < /0 | arctan(tz) lf_ﬁti2|dt < %No(f)

Bilan :

D(f) est bornée et Ny[®(f)] < 7TTQNO(f)‘

. Etude de la continuité de ®(f) pour f € Ep

Dans cette question, f désigne un élément de Fy et x un réel.

(a) Soit z, A et h sont trois réels. On suppose que A est strictement positif et que h n’est
pas nul.
[[@(H)](x+h) —[@())(z)] = \f arctan(¢(z + h))lig2 dt — arctan(tx)
H ( )](g, + h) [(I) ‘ _ ’I'+oo arctan(t(z+h))— drctdn(tz)f( )dt )
Vit € [0 +o00 [ ‘arctau(t(t-%—h)) ﬁrcmn(tt)f(t)‘ _ \arctan(t(x-}i}i)t)z—arctan(t:c)||f(t)| )

1+t2 dt‘

1+t2
1+42

arctan(t(z+h))—arctan(tz arctan(t(z+h))—arctan(tz
Vte[07+oo[, tan(t(a ) arcs <f)f(t)‘<‘ tan(t410) mrtan()] v 7).

Par inégalité triangulaire (les intégrales en jeu étant toutes convergentes),

/+oo arctan(t(z + h)) — arctan(tz) f(t)dt‘ < / -
A = JO

arctan(t(z + h)) — arctan(tz)
1+12

1+¢2

o] a

Alors - Hq)(f)](il"-i-h) [(D( )]( )‘ NO ) f0+00 \arctan(t(ztczr)gz—arctan(tz)| dt.
Chasles permet alors de majorer |[®(f)](z + h) — [®(f)](z)| par :
NO(f) (fOA \arctan(t(mﬁi)t);arctan(tz)\ dt + [‘/ﬁl»oo \arctan(t(zﬁilﬁt);arctan(tz)\ dt)

(b) D’une part, Vt € [0, A], | arctan(t(z+h)) —arctan(tz)| < [t(z+h)—tz| = |h|t et
d’aprés 4). Donc
arctan(t(xz+h))—arctan(ta
vt € [0, A], Lerctantileth) —arctan(io)l ||t ot A > 0.

Alors fA \arctan(t(ziijr)t)2 arctan(tz)| dt < |’L| fOA Hitz dt.

D’autre part, V¢ € [A, +o0],

20

1+t2 z

|arctan(t(x + h)) — arctan(tx)| < |arctan(t(z + h))| + |arctan(tz)] < = +

=T

Y

s
2

Alors f+oc \arc(atl(l(r+}l)) arctan(tz)| dt <ﬂ_f+oo dt Ainsi :

A |arctan(t(z+h))—a ctal(m)\ +o0 |a ctal(t(erh)) a ctan(tz) A ¢ +o00
fo rctar Rl rctar dt+fA rctar o retar ‘ dt < ‘h‘fo e dt+7TfA
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No(f) € [07 +00 [donc No(f) (fOA ‘aman<t(z+h))fmtan(“>‘ dt + f;“’c ‘ama““(mt@t);mta“m)‘ dt) (b) Soit a et b deux réels distincts et I le segment d’extrémités a et b. Pour tout u € I,

o A +oo a |arctan”(u)| < 1 +1u2‘ La fonction u — ‘H#' étant continue sur le segment I, elle est
est majoré par No(f) <|h| fO me dttr 1+t2> bornée et atteint ses bornes sur I, elle posséde donc un maximum sur /. On a alors
Bilan - pour tout u € I, |arctan” (u)| < maxyer <1 +u2> D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange,

- oo appliquée a la fonction arctan a 'ordre 1, on a alors. :

[@(](x + k)~ [@(I()| < No() (1Bl i e e+ 7 [ 1952) '
(c) On remarque que, pour tout A > 0, |arctan(b) — arctan(a) — (b — a). arctan’(a)| < max <1 T u2>
A
1 .
/ ot = [ In(1 4+ ) = 3 (1 + 4%) Bilan -
et que 0 arctan b — arctana — 1+a2 < G ) (ﬁ)
oo gt ) s T (¢) Soit h €] — %, 5[ et t un réel positif. En notant a = tx, b = tx 4 th, et en notant encore
/A 1+22 dt = Bg1Ew[arctan(t)]A =35 arctan(A) = arctan(1/A4) d’aprés le 4) I Vintervalle d’extrémités a et b, on a d’aprés la question précédente :
Soit h € R*, en choisissant A = -, on a alors : th t2h? 1
; S [h]’ |arctan(t(x + h)] — arctan(tx) — T t2x2‘ < 5 I{}g{(m)
(M@ +h) = [@(NH](=)] < NO(f)'(W In(1+ hz) + marctan(|A])) De plus, comme z > 0, par définition de h et ¢, on a pour tout u € I,
No(f) : 3
< b=~ 1+h2 + mNo(f) arctan |h] O<t% <to—th| Su<tr+ilh| <tSo
(d) Soit z un réel fixé. Comme limy_ |h| Noz(f) In (1 + #) + mNo(f)arctan |h| = 0, on a La fonction u 1+u2 étant décroissante sur ]0; oo[, on a alors pour tout u € I,
par encadrement limy,_,o ®(f)(x + h) = (f)(z).
1 1 1
< < -
Bilan:‘fl"(f)estcontinuesurR‘ I+u? = 14 (t.3)? 71+%
(e) D’aprés ce qui précede, si f € Ey, alors la fonction ®(f) est bornée et continue sur R, Bilan
donc ®(f) € Ep. La fonction ® va donc de Ey dans Ey. o 2r2 1
Par ailleurs, la linéarité de ® est facile & montrer (& faire rapidement). | arctan(t(z + h)] — arctan(tz) — 1+t212| =2
_z
Bilan : ‘@ est un endomorphisme de Ey ‘ (d) Pour tout h €] = 3, 31,
+o00
Partie III - Etude d’un exemple. B — a(z) — h / ¢ 1 dt
‘ 'q(l +h)—g@) —h (1 +t222) (1 +¢2)
Dans cette partie, on s’intéresse a 1’application _ /+°° arctanft(z + h)]  arctan(tz)  th 1 "
+00 arctan(tz) 0 1+1¢2 1+t2 142221 +¢2
g:R—=R, z—gx)= / Wdt par linéarité, intégrales toutes convergentes
0 +00 1
th S .
Autrement dit, g est 'image par ® de l'application constante égale & 1 : z € R+ 1. < |/0 e | arctan[t(xz + h)] — arctan(tz) — m\dt par inégalité triangulaire
9. Pour tout z € R, too 1 42p2 1
+oo 400 . < / .——.———dt d’aprés la question précédente
tan(—t tan(t. 2 1222
g(—z) = / &(zﬂ)dt = —/ wn(f)dt par imparité de la fonction arctan L
0 1+t 0 1+t 400 12 1
- - < 2K2 / —————~————dt en réarrangeant un peu
donc g(—x) = —g(x) et - o (A+t22?) (14 ¢?)
10. Etude de la dérivabilité de g sur ]0, +o00[ Bilan :
Soit & un réel strictement positif. N 2
(a) Pour tout u € R, arctan’(u) = H# puis ’g (z+h) hf (1+t2r2) (1+t2)dt‘ = 2h (4+t212) (1+t2)dt
. 2 2 (e) Soit & > 0. Soit h €] — 3, 5[, avec h non nul. On divise I'inégalité précédente par |h| :
|arctan” (u)| = | — T u2)2‘ = (Tt a2 ( o . . ,
glx+h)—g(z t 1 t 1
A Sl AV A e L ————— T -
Comme (1 — |u|)?2 > 0, on a 1 — 2|u| + u? > 0 donc 2Ju| < 1+ u? (astuce classique), | h /0 (1+¢222) (1+ tQ)dt‘ < 2/A 4+t222) (1 -‘,—152)ChL
donc
" - 1+ 2 - 1 Comme le membre dehdroite tend vers 0 lorsque h tend vers 0, on trouve par encadre-
|arctan” (u)| < 7(1 ) = |arctan” (u)| < T ment que limy s M _ O+c>o W(th)dt
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Bilan : ‘g est dérivable sur ]0, +o00[ ‘ et pour tout z > 0,

= 10 e

(f) Pour tout z < 0, g(z) = —g(—=z) par imparité de g. Comme la fonction z — —z est dé-

rivable sur | — 0o, 0[, & valeurs dans ]0; +oco[, par composition la fonction z — g(—z) est
dérivable sur | — 00, 0[. On en déduit que = — —g(—z) = g(x) est dérivable sur | — oo, 0[.

Bilan : ‘g est dérivable sur | — 0o, 0[ ‘ et pour tout x < 0,

g(@) = (=g (-2) = ¢'(~2) = ;™ rmbmdt

11. Calcul de ¢'(z) pour z > 0.

=

N

(a) D’apres les résultats précédents, ¢'(1) = f0+°° (th)zdt Soit A > 0.
At 11 .,
Tt = gyl
Jo @+ 21+t
11 41 R 1
= 2 1+A2 A—+oo 2

On en déduit que m

Soit z €]0, 1[U], +o0].
(1 +2). Al 1+ t*2%).B(x
A($)1+tt2x2+3(””)1jt2 - A +t)(1vst)2 2;/(( :;) H
3

t.(Az) + B(x)) + t*.(A(z) + 22.B(z))
(1 + t222).(1 + 2)

Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit d’avoir :

A(z)+ B(z) =1 Ax) =
{ A(z) +22.B@)=0 {

Avec ces valeurs de A(z) et B(x), on a bien :
t t t
tout t € R —A Blz)—t
pour tout LR, (14 222) (14 ¢?) @) e (@) 1+1¢2

Soit toujours > 0. Attention, l'intégrale f0+°° Hﬁdt étant divergente (critére
d’équivalence), on ne peut pas intégrer immédiatement dans la relation précédente et
utiliser la linéarité!

Soit C' > 0. En intégrant dans la relation précédente, on obtient :

¢ t ¢y ¢ ¢
/0 rea)are=Aw /0 T epdt T B /O et

D’une part,

/cht—[El (1+2)¢ = tma+c?)
o 1y R" 0=

et d’autre part,

C
t 1 1
[ ——— ] /2,2X: In(1 272
/(1 1+ t222 [21‘2 a1+ #al 222 n(1+C%2)

D’ou

¢ t
-t
/0 (1+ £22%) (1 + )

2?2 1 5 9 11 9
= —m.ﬁln(l-‘rC %) + 17:8251n(1—0—6')
1
= m.(—ln(l—&-CZ.mz)+ln(1+CQ))
1 14c?

- 1
s "G

)

2 . s .
Comme z > 0, Hcigﬁ ~C S too % = l% Par continuité de la fonction In, on a
finalement

C
. t 1 1 In(zx)
I = n(=5) = —
cirfoo/o Grea ot~ sa_ ) =1

In(z)
22—1

Bilan : |Vz €]0,1[U]1, +o0[, ¢'(z) =

(d) Nous avons déja vu que g est continue sur ]0; +oo[, dérivable sur ]0, 1[U]1, 4-00[. De plus
g’ est continue sur ]0, 1[U]1, +oo[ d’aprés I'expression précédente, g est donc de classe
C! sur ]0, +o0o[\{1}. Enfin,

In(z) In(z) 1 1 1_
. =

(@) = .
g Ta2—-1 z—-1z+1 22

(limite usuelle)

Enfin, par le théoréme de prolongement des fonctions de classe C!, on en déduit que g

est de classe C! sur ]0;00[ et que ¢/(1) = 1.

Bilan : ‘g est de classe C! sur )0, +oc[‘

12. Une nouvelle expression de g(z) pour z > 0.

(a) Nous venons de voir que la fonction ¢’ est continue sur ]0; +oco[. Pour tout = > 0, pour

tout € > 0, on a alors
T l xr
| ade= [ g 0= g@) - o0

Nous avons vu que la fonction g est continue sur R, elle est donc continue en 0, donc
limeyo [ 11“’ dt = g(z) — g(0) = g(z) € R (puisque g(0) = 0), ce qui montre la
e * Int
convergence de 'intégrale ﬁdt.
0 -
(b) Soit & > 0. Le calcul de la question précédente nous donne :

* Int T arctan(tx)
dt = = ———dt
/0 it =9@) /O 112

13. Etude de la limite de g en +o0.

a n sait que pour tout v > 0, arctan(u) = 5 — arctan u). n en dedult que
On sait tout u > 0, arct z tan(1/u). On en déduit

dt

o0 T _ arctan(&
g(x) / 27(tz)
0

1+1¢2

T +oo 1 +00 1 1
= —. ——dt — arctan | — dt
27 )y 1827 tr) 1412
71'2 +o0 1 1
— = arctan ——dt
4 o 1+t2
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(b) Soit > 0. Conformément a ’énoncé, on commence par remarquer que d’aprés la rela-

tion de Chasles,
1

1

+o00 1 1 —= 1 +o00 1
/ arctan dt = / v arctan dt+ / arctan dt
0 1+t2 0 1+ f? . 1+ t2

D’une part, la fonction arctan étant majoree par §

1
e 1 1 f m 1
/0 arctan( ) 1+t2d <3 / 1+t2dt 5 arctan(ﬁ)

Mais d’aprés la question 3., pour tout = > 0, | arctan(z) — arctan(0)| < |z — 0], ¢’est-a-

dire que arctan(z) < x. Donc ici,

1

a 1 1 T 1
tan(—). < - —
/O arcan(tx)1+t2 -2z

1
=)

/+OO t 1 ! —dt < ! /+OO ! ! dt
arctan —. -,
1 1+¢2 @) t1+1¢2

Ve

D’autre part, en majorant arctan() par ;

On obtient ainsi (les termes étant tous positifs) la premiére majoration souhaitée :

/+<>o an (L) L gl cm L L L
arctan t— — -5
0 1+ |~ 2z = = t1+ 2

Dans cette derniére intégrale, ¢ > ﬁ, donc % < v/z. On en déduit que

1 [t>e1 1 1 [t 1
o) rirets ). ired

Cette derniére intégrale vérifie

+o00 1 +o0 1 P

——dt < —dt = —

/L 1+ 12 *(/0 1+ 12 2
\/::-

1 (1 1 1 7
o) rirets V2
X f

T

Donc

D’ot le résultat souhaité.

Bilan :

| [;F°° arctan () e dt] <

(c) Par encadrement, on en dcdult immédiatement que
limg s 400 jO arctan (,11) 13zdt = 0. D'out d’aprés le 13.a., limg— 400 g(z) =1

1S}

2

Bilan : |limg 400 g(2) = 7
14. Application au calcul de Z #
PP @2n+1)2

nO

+o00
(a) On remarque que /
0

Int
1—

+oo
dt = f/ g'(t)dt. Soit C > 0.
0

¢ 2
Int i
A 1—t2dt__g(c)+g(0) THCotoo

(d)

Int
1—1¢2

+00
Bilan : lintégrale / dt converge et
0

/*C’C Int 2
dt = ——
o 1—1¢2 4

Notons I = fol llnt dt. Cette intégrale est convergente. Posons u = %
est de classe C!, strictement décroissante sur )0, 1[, bijective de 0, 1] sur |1;+o0o[. Le

CDV est donc autorisé.
1

ﬁ
0 400
et t = % donc dt = —ﬁdu.
Ainsi,

La fonction ¢ — %

Bornes :

;o _/1 In(1/u) 1du

+oo 1= ( )2 u?
T In(u)
= - d
/1 w21
T In(u)
d
/1 1—u2™

On a alors par la relation de Chasles,

o0 Int¢ 1 Int +o Int L Int
/ 1 dt:/ 1 dt+/ 1 dt:2./ B gt
) 1-¢ ) 1— 22 L 1- ) 1—¢2

+oo 1
Bilan : / Int dt = 2/ Int dt
0 112 o 1—1t2

L’intégrale fol 11nt2 dt étudiée précédemment est convergente, l'intégrale fo In(t) dt est

convergente également (et vaut —1 : cf exemple de cours!). Les intégrales fo 12k In tdt ou

k € N* sont faussement impropres donc convergentes. Enfin, I'intégrale fol 113:2 1224t

lnt dnt yont2 In(t)

s 1
est faussement impropre en 0 et en 1, t—»1 7 et on sait que f(] %dt

converge.
Finalement toutes les intégrales en jeu sont convergentes. Le calcul est de fagon trés
classique une application de la formule donnant > q...

Dans mon extréme générosité, je tape le calcul :

n 1
Z / 2% In tdt
k=0"0

n

1
/ In(t). > (t*)*dt
0 k=0
1 n+2
1-t
/ln ———dt
) 1-¢2

_ /1 lnt2 /'1 Int t2"+2dt
Jo 1—t o 1-
Bilan :

1
Int 2% Int 5.5
/O Tt = Z/t 1ntdt+/ Tt

Soit € €]0, 1[. Posons

u(t) = In(t) u'(t) =1
{ U/(t) — t2n - { t



Les fonctions u et v étant de classe C! sur [e, 1], on peut intégrer par parties.

1 1
1 1
2 Intdt = —— 2 ()l - . / t2ndt
/6 . Gt n0le =507

L on 1 1 g1
= — . Bl _ . . n+
it PO G T e
1
—e—0 7W par Croissances Comparées

. . 1 _ 1
Bilan : | [y t*" Intdt = — G

(e) Notons f : t — in(f; 2. La fonction f est continue sur ]0,1[, et elle est également

prolongeable par continuité en 0, puisque lim;_o f(t) = 0 (croissances comparées),
et en 1 puisque lim; 1 f(z) = % (limite classique utilisée avant). Finalement, f est
prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], il s’agit donc d’une fonction bornée sur
ce segment : il existe un réel M > 0 tel que pour tout ¢ €]0, 1], | f(¢)| < M.

On a alors pour tout n > 1,

|/ t2n+2dt‘ </ ‘

Comme lim,, 4 o M.
0

(f) Soit n € N.

1
t2"+2|dt< M. / / t2dt < M.
2n+1

1 Int ,2n+2
2n 0= = 0, on a finalement par encadrement lim,,_, ; j 1ozt dt =

n

1 bk
—— = — E t“" Intdt
(2n +1)2 kfo/o .

1 1
_ 7/ lntgdtJr/ Int 2ni2 g,
o 1—t o 1—12

1
Int
—n—+oo */ dt
0

E
Il
=]

112
2
= 5 d’apreés les questions précédentes
+oo 2
1
Bilan provisoire : Z m = %
Dilan provisoire : "
De plus,
too +oo +00 +o00 +00
1 1 1 1 1
ZTT Z 2n+1 Z (2n)2 = (2n +1)2 +Z'Z(ﬁ
n=1 n=0 =1 n=0 n=1
donc %' ::1 737 = Z+=0 @n +1)2 et finalement Z;fi‘i n% = 3 Zn s (2n+1>2 - é'ﬂZ

Partie IV - Retour a I’étude de @.]

15. Remarquons tout d’abord que si f € Ey \ {0}, alors No(f) > 0.

On avuau 7. que Vf € Ey\ {0}, No(®(f)) <

La fonction g est impaire, croissante, avec limg_, 4o g()

7 No(f), done SR < 7

= %2, On en déduit que Sup,er|g(z)| =

16.

17.

18.

19.

20.

21.

2 2 . EPRN 2
. Or g = ®(1), donc No(®(1)) = Z-. Par ailleurs, ®(1) = 1, d’on NJO\;;IZ%)) =I.

) Nol®(f)] _ =*
Bilan : sup — e = —
seEfoy  Nol(f) 4

Il s’agit en fait d’'un maximum.

Dans toute la suite du probléme, on considére :
— A eRtel que |A] < %, on pourra poser y = %2|)\|.
— pour tout n €N, " =Po...0®

—_———

n fois
Autrement dit ®° = idg, et pour tout n € N, ¥+ = & o .
f € Ey\{0}, on posera M = Ny(f).
— pour tout n € N, ¢, = A"®"(f).

® est un endomorphisme de Eyp, donc pour tout n € N,
A (9n)) = XO(AN.D"(f)) = A"TLOM(f) = dpp
On sait d’aprés 15. que pour tout f € Ep, No(®(f)) < % No(f). On a donc

No(¢nt1) = No(A.@(n))
[AlNo(@(¢n))

2
< AL -No(6n)
< 7.No(¢n)

Supposons que A®(f) = f. Alors |A[.No(®(f)) = No(f).
Si A =0, alors No(f) =0, c’est-a-dire que f est la fonction nulle.
Si A # 0, alors No(®(f)) = ‘i‘No(f) Supposons f non nulle.

Alors No(f) >0 et N%f((f’;)) = \AI > T 4 , ce qui est faux! Donc f = 0.
Finalement, on a A®(f) = f si et seulement si f est la fonction nulle. Autrement dit,
Ker(idg, — A®) = {0} :
On montre par une récurrence facile que pour tout n € N, No(é,) < 7".No(¢o), donc
0 < No(¢pn) < 4".M. Comme 0 < v < 1, la série de terme général 4" converge (série
géométrique). Par comparaison, la série de terme général Ny(¢y,) est convergente.

A

lapplication idg, — AP est injective‘

Pour tout z € R, |¢n ()] < No(¢pn). Par comparaison, la série de terme général ¢, (x) est
absolument convergente donc convergente.

On note alors ¢ : 2 € R+ Y% 0, (x).
Pour tout z € R,

+o00 400 1
Z ¢7L | <Z‘¢n )‘ SZN0(¢7L Z’Y ]\/[<17A[
n=0+o00 n=0 n=0 n=0

Donc | ¢ est bornée sur R

Continuité de .
(a) Pour tout n € N, pour tout z € R, pour tout h € R*,

loni1(z+h) = pnn(@)] = [A(dn)(z + h) = AD(dn)(2)|
A [@(dn) (2 + h) — (dn)(2)]
< Al (‘th[)(Q%) In(1+ %) + mNo(¢n) arctan(h)) d’apres. le 8.c
h
<

1
AlNo (#n) {7 In <1 + ﬁ) + 7 arctan |h|}
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(b) Pour tout z € R, pour tout h € R*,

+o00 +oo
lo(z +h) =@ = 1D eale+h) = palx)
n=0 n=0
+o0
< lpol@+h) = do@)| + D len(e + h) — pu(a)|
n=0

IN

n=0

(c) Soit « € R fixé.
limy, o |f(x + h) — f(x)| = 0 puisque [ est continue en z.
limp_,o 7. arctan(h) = 0.

1 1+ h? 9
|h/In(1 4+ h2) [h| In( 2 ) = |h|In(1 + ~%) — 2|h|In(|h|) —1r—0 0

On en déduit par encadrement que limy,_,o p(z+h)—p(x) = 0, donc ¢ est continue en x.

Bilan : ‘ © est continue sur R ‘
La fonction ¢ étant également bornée, il s’agit d’une fonction appartenant a Ej.

22. Application aux valeurs spectrales de ®.
(a) Pour tout n € N,

n+1 n+1 n+1

s -39 (Sa) = S Faate
k=0 k=0
n+1 n+1

= D Pk Pkt = 90— Pni2 = f — Pn2

On en déduit que

n+1
Ny { idg, — A®) (Z 9%) } = No(¢n2

Or la série de terme général Ny(py) converge, donc limy,_, o0 No(@nt2 = 0.
On en déduit bien que

n+1
ngg}oo Ny {WZEQ —\D) <Z ka> — } =

(b) Tout d’abord,

+o00 n+1 +o00

(ldEn_Aq))((p)_f = (LdEo_)‘q))(Z (p)_f = (ldEn_Aq))(Z Sok)_f+(LdE0_)‘q>)( Z Sok)

k=0 k=0 k=n+2

et donc en passant a la norme Ny :

n+1 +o0
No(idg, = A®)() — f) < No(idg, — A®)(Y_)er) — f) + No((ids, = A®)( Y @x))
k=0 k=n+2

11

Fa+h) — f(@)] + A (iozvo (%)> Ph‘ <1+ hlZ> +ﬂarctan|h\}

N

Puis
+oo +oo +00
No((idg, = A®)( Y k) = No( D o —=AB( D> @r))
k=n+2 k=n+2 k=n+2
+o0 +00
< No( D0 @) +IANo(@( D )
k=n+2 k=n+2
+o00 7_[_2 +o0
< No( > 1) + X No > i) dapres 15.
k=n+2 k=n+2
71_2 +o0
< @+)N( Y e
k=n+2

Or pour tout = € R,

\ch \<Z|<Pk \<ZNOQ%

k=n+2 k=n+2 k=n+2

et on en déduit que No(3XF% o 0n) < 342 .5 No(py). Comme la série de terme
général Ny(py), son reste tend vers 0 donc lim,_,4eo sz;” No(pr) = 0 d’ou par
encadrement lim,,_, 1 NO(Z;ZX;HQ ©r) = 0 puis

+o00
Jlim No((idi, = A)( Y 1) =0
k=n+2
On a vu a la question précédente que
n+1
i No((idg, — M’)(kzo wr)—f)=0

Donc finalement par encadrement, on obtient Ny(idg, — A®)(¢) — f) < 0, donc
No(idg,—A®)(¢)—f) = 0, ce qui signifie que I'on a I’égalité de fonctions (idg, — A®) (p) =
f.

Bilan : ‘ (tdg, — A®) ( f‘

On en déduit que tout f € Ep admet un antécédent (& savoir ¢) par la fonction
idg, — A®. Par conséquent cette fonction est surjective. Nous avons déja vu qu’elle
est bijective.
Bilan : ‘51 Al <

I'application idg, — A® est bijective

7_27

Soit p € R* est tel que ® — pidg, ne soit pas bijective. Supposons 1 # 0, alors idEO 1<I>

donc

n’est pas bijective. D’aprés le résultat précédent, on a nécessairement ﬁ > ﬂg,

2
lpl < 7r.

2 2

Bilan : | Sp(®) C [T, 7]
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