Exercices - Chapitre 7 - Variables & densité

Exercice 1

On considére la fonction F' définie par F: R — R
r<1l — F(z)=0
r>1 = Flo)=1-e%

1. Montrer que F est une fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité. On note X une variable
aléatoire de fonction de répartition F'.

2. Déterminer les probabilités suivantes P(X < 2), P(X > —2), P (% < X < 3), et Px<5(X <3).

3. On note Y = | X]. On admettra que Y est une variable aléatoire. Justifier que Y est une variable aléatoire
discrete et calculer sa loi.

4. On note Z = X — | X]. On admettra que Z est une variable aléatoire. Déterminer Z(2), puis la fonction de
répartition de Z.

Exercice 2
1. Déterminer un réel a tel que la fonction f: R — R telle que

0 si T <2
frx— ln;‘(x) siz>2

soit une densité de probabilité.
Dans toute la suite, on considére X une variable aléatoire admettant f comme densité.

2. Déterminer la fonction de répartition F' de X.
3. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
4. Calculer les probabilités P(0 < X < 4) et P(X > 5/2).

Exercice 3

On considére la fonction f définie suivante : f: R~ — R
<0 — fx)=¢€"
x>0 — f(z)=0

1. Vérifier que f est une densité de probabilité. On note X une variable a densité de densité f.
2. Déterminer la fonction de répartition Fy de X.

3. Montrer que X admet une espérance et calculer cette espérance.

4. Montrer que X admet une variance et calculer cette variance.

5. On note Y = X? et on admet que Y est une variable aléatoire réelle.

(a) Déterminer la fonction de répartition de Y.
(b) Montrer que Y est une variable a densité et déterminer une densité de Y.
(¢) Méme question avec Z = 2X + 1.

Exercice 4

La loi de Cauchy

a

Soit @ un réel. On note [ la fonction définie sur R par : Vo € R, f(z) = ——
(14 22)

1. Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité. Pour toute la suite de 1’exercice on prendra cette
valeur de a.

Soit X une variable aléatoire admettant f comme densité : on dit que X suit la loi de Cauchy
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2. (a) Déterminer la fonction de répartition de X .
(b) Calculer les probabilités :P(X < 0), P(X >0), P(X < —-1) et P(X > 1).

(c) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

3. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |—Z,2[. On note ¥ = tan(Z) et on admettra que Y
est une variable aléatoire.

(a) Montrer que Y suit la loi de Cauchy.

(b) En déduire un script en Python qui permet de simuler la loi de Cauchy.
Quel est le nom de la méthode que nous avons employé pour simuler la loi de Cauchy ?

Exercice 5

Transformation d’une loi uniforme

Soit X une v.a.r. qui suit la loi uniforme de support [—3;3]. On note ¥ = X2.
On admettra que Y est une v.a.r..

1. Rappeler une densité de X sa fonction de répartition, ainsi que la valeur de son espérance et de sa variance.
2. Déterminer la fonction de répartition de Y, puis montrer que Y est a densité .
3. Ecrire un programme Python qui simule Y .

Exercice 6
Transformée affine d’une loi uniforme
Soit X une v.a.r. qui suit une loi %{_3 . On note ¥’ = —4X 4 7. On admettra que Y est une v.a.r..

1. Rappeler une densité de X, sa fonction de répartition, ainsi que les valeurs de son espérance et de sa variance
2. Justifier que Y est une variable a densité et déterminer une densité de Y.

Exercice 7
Autour de la loi exponentielle
Soit A > 0. Soit X une v.a.r qui suit une loi &(A) et Z = X2. On admet que Z est une variable aléatoire réelle.

1. Rappeler une densité de X, sa fonction de répartition, ainsi que les valeurs de son espérance et de sa variance.
2. Vérifier que Z est une variable a densité et déterminer une densité de Z.

Exercice 8
Sur une loi petit gamma
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi v(10).
1. Soit Y = In(X).
Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et donner une densité de Y.
2. On pose Z = |Y|.
Montrer que Z est une variable aléatoire a densité et donner une densité de Z.
Exercice 9

Loi petit gamma
Soit X une variable aléatoire suivant une loi gamma de paramétre . On suppose que p > 0.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, X admet un moment a l'ordre n et exprimer ce moment sous forme
d’un produit en fonction de n et .

2. On note Y = ¢¥. On admet que Y est une variable aléatoire réelle.

(a) Justifier que Y est une variable a densité et déterminer une densité de Y.

(b) Montrer que Y n’a pas d’espérance.
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Exercice 10
Lois normales

1. Rappeler 'expression d'une densité d'une variable aléatoire suivant une loi normal centrée et de variance 0.5,
puis en déduire la convergence et les valeurs des intégrales suivantes

too — )
1= / e dt et J :/ e dt
Jo 0

2. Justifier que les intégrales suivantes existent et calculer ces intégrales.

oo oo 1
K, = 0+ e dt avec o > 0 Ky = 0+ ﬁe"’dt

- oo 3,2
Ky= ["Ye 2" dx.

3. Soient X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes suivant toutes les deux une loi normale .47(2, %)
Quelle est la loi suivie par la variable 3X —5Y 7

Exercice 11
Un produit de convolution On considére deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur le méme espace
probabilisé (€2, .7, P) indépendantes et suivant toutes la méme loi exponentielle de parameétre 1.

1. Soit ¢ €]0, +o0].
Montrer que la variable Y — X est une variable a densité et qu’elle admet pour densité 'application h définie
par :

_z

siz >0
hz)=1{ tH1

et

t+1

siz <0

Y
2. On note Z = < En déduire la fonction de répartition de Z.

X
X+Y

3. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire T' =

Exercice 12
Lois de min et de Max

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (€2, .7, P) suivant
une loi uniforme a densité de support X (Q2) = [0, 1].
On note Z la variable aléatoire définie par Z = Maz(X,Y).
Justifier que Z est une variable a densité et déterminer une densité de Z.

2. Soient a et b des réels strictement positifs.
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q2), .7, P)
suivant toutes les deux des lois exponentielles de parameétres respectifs a et b.
On note 7' la variable aléatoire définie par T = Min(X,Y).
Justifier que T" est une variable & densité et déterminer une densité de T'. Reconnaitre la loi suivie par 7.

Exercice 13
Autour de la loi normale centrée réduite

Soit X une v.a.r qui suit une loi .47(0,1).
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. (a) Donner une valeur approchée de P(|X — 0.96] < 0.54) grace a la table de de ® fournie dans le cours.

(b) Déterminer ¢ > 0 tel que P(|X| <t) =0.95
2. Montrer que : Vo >0 P(|X| <z)=20(z)— 1.
3. On note Y = |X]. On admettra que Y est une variable aléatoire.

(a) En utilisant la fonction @ , déterminer la fonction de répartition de Y puis montrer que Y est a densité.
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(b) Calculer E(Y)

4. On note Z = X2. On admettra que X? est une v.a.r.
Montrer que Z est une v.a.r. a densité et préciser une densité de Z.

5. On note T = eX. On admettra que T est une v.a.r.
(a) Montrer que T est une v.a.r. a densité et préciser une densité de 7.
(b) Montrer que T admet une espérance et calculer cette espérance.

Exercice 14 +oo too JT
1. Montrer que Iintégrale [ a2e™"dx est convergente et que [ z%e*’dz = T
0 0

V<0, F(z)=0
Vo >0, Fz)=1—e"

2

Soit F' la fonction définie sur R par : {

2. (a) Montrer que la fonction F' définit une fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité dont on
déterminera une densité f.

(b) Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.

i. Montrer que X admet une espérance F (X) et que E (X) = ?

ii. Montrer que la variable aléatoire X2 suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

iii. En déduire que X admet une variance et calculer cette espérance.

Exercice 15
Loi exponentielle bilatérale

Soit f la fonction définie sur R a valeurs réelles telle que Vz € R, f(z) = 1

—l|
ze

1. (a) Montrer que f est une fonction paire.
(b) Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans la suite de 'exercice, on note Y une variable aléatoire a densité, de densité f.
2. Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y.
3. Etablir existence de Pespérance E(Y') et de la variance V(Y'). Les calculer.

4. Soient Z; et Zy deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme loi que Y. Justifier que la
variable Z; + Z, est une variable & densité et déterminer une densité de Z; + Z,.

5. On note Z = |Y|. On admet que Z est une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que Y.

(a) Déterminer la fonction de répartition de Z. On la notera Fy.

(b) Reconnaitre la loi de Z puis en déduire I'espérance et la variance de Z.

6. Soient T} et Ty deux variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
toutes les deux une loi exponentielle de paramétre 1.

Justifier que la variable —7) est une variable & densité et déterminer une densité de —T5.

)
b) Montrer que la variable 77 — T3 a la méme loi que Y.
) Justifier que la variable Ty — T5 est centrée.

)

Justifier que la fonction Fy réalise une bijection. On notera Fy' I’application réciproque de la fonction
Fy.

(b) Ecrire un programme en Python permettant de tracer les courbes représentatives de Fy et de Fy ! pour z
élément de [—2,2].
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