HEC 2018, voie S - Corrigé 1

Baréme :

(cf rapport de jury) : Préliminaire 8%, Partie I20%, Partie II 16%, Partie I1I 28%, Partie

1V 28% (dont Python 9%).
Faire 60% du sujet donne la note de 20/20.

Préliminaire

1.

(a) Pour tout k € N, la fonction f; définie sur [0, +oo par : fi(t) = tFe~"dt est continue

(b

=

1 oo
= Comme l'intégrale / —5dt con-
t Lt
verge (Riemann, o = 2 > 1), par critére d’équivalence (fonctinos positives), l'intégrale

+00 1 +00
/ fr(t)dt converge. Comme / fr(t)dt est bien définie, / fr(t)dt converge.
1 0 0

et positive sur [0,+o0], et en 400 fi(t) = o

z2
D’apres le cours I'intégrale de Gauss vaut fff: e~ T dt =+/2m.
Donc f[;r 77dt \/E f

On considere Ag = f0+oo e~ dt. Posons t = % La fonction ¢t — /2.t est de classe
C! et strictement croissante sur [0;+oco|, bijective de [0;-+oo[ sur [0;+o0c[. Le CDV est

autorisé et oo . f
Ay = / e 2.— = \/7
0 f V2

Le calcul de A; est plus simple :

oo 1 Ay
A= / tePdt = lim |—ce | =2
0 A—+oo 2 0 2

On considére enfin Ay = 0+°O t2e=1dt. Soit B> 0 et AP = fUB t2¢=* d¢. Posons

(g -y

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, B]. Par IPP

B 1, _p2p 1 B 2 1 _g2 1 B 2
A =[—§t.e 1o +3 A e dt=—§B.e +ts A e~ "dt

o
N‘N

d’olt en passant a la limite quand B — 400 : Ay = %.AO = ﬁ,

4
A():g7 AlI%CtAQ:Tﬂ

Ainsi,

; +00 )
2. La fonction ¢ +— ‘e"z cos(xt)’ est continue, positive, et dominée par fj ; ainsi / cos(zt)eitzdt
0

+o0
~ . 42
converge absolument, donc converge ; de méme / t?sin(at)e ™" dt converge absolument (dom-
0

ination de la valeur absolue par f3).

Partie I. Calcul d’une fonction auxiliaire

3.

(a) Inégalité de Taylor-Lagrange & I'ordre 0 en 0, pour la fonction sin qui est de classe C! sur

R:
VueR |sin(u) —sin(0)| < Mu]

(b) ¥(a,b) € R?  cos(a —b) + cos(a+b) = 2sin(a) sin(b) ; pour (u,v) € R?, prenons a =
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avec M = sup |sin’(t)] = sup |cos(t)| < 1, donc :
t€[0,u] t€[0,u]

‘ VueR sin(u)| < |u ‘

u+v
2

ctb:u;v,onabicna+b:ucta7b:vd’oi1:

cos(u) — cos(v) = 2sin (u ;r 1’) sin (1) ; u)

(c) Soit (z,y) € R?;

+o00
|F(z)— F(y)| = / et (cos(2xt) — cos(2yt))‘ dt
X QFOC 2
< / e |cos(zt) — cos(yt)| dt
0
par inégalité triangulaire pour les intégrales absolument convergentes
+00
< /0 2 sin((z + y)t)| [sin((z — y)t)| dt
par 3)b) et croissance de l'intégrale
+o00
< / e 2|z —y) )t dt
0
par 3)a), et absolue convergence de f+°° te=Pdt = A,
< 2|x7y\/ te=tdt
Ainsi
LF() = F(y)l < 2A1]z — o] |
donc :

lim F(y) = F(x)

Y=

F est continue en x et ceci pour tout x € R.

(a) Inégalité de Taylor-Lagrange & I'ordre 1 en 0, pour la fonction sin qui est de classe C? sur

R:
2

Vu € R ‘sin(u) —sin(0) — Sin'((])u‘ < JV[%

avec M = sup |sin”(t)] = sup | —sin(t)| < 1, donc :
t€[0,u] te[0,u]

)
Vu € R [sin(u) — u| < %

(b) Soit (z,h) € R?;

|F(z + h) — F(z) 4+ 2hG(z)| = /+oo e (cos(2(z + h)t) — cos(2zt) + 2ht sin(2xt)) dt
0
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avec : donc F est dérivable en z et F'(z) = —2G(x).
2 . Ceci étant vrai pour tout € R, F' est dérivable sur R et
e " (cos(2(z + h)t) — cos(2xt) + 2htsin(2xt))
=t |cos(2zt) cos(2ht) — sin(2zt) sin(2ht) — cos(2xt) + 2ht sin(2zt)| F'=-2G
= |cos(2xt) (cos(2ht) — 1) + sin(2xt) (2ht — sin(2ht))|
< e (|cos(2xt) (cos(2ht) — 1)| + |sin(2xt) (2ht — sin(2ht))|) oo

< e ([cos(2xt)| (1 — cos(2ht)) + |sin(2at) (2ht — sin(2h1))|) (b) Soit z € R ; F(z) = -2 /0 te™"" sin(2at)dt.

Notons que Intégration par parties sur le segment [0, A] (A > 0), avec

et (lcos(2xt)| (1 — cos(2ht))) < 2| cos(2act)|e427 u(t) = ot v(t) = sin(2xt)

qui est le terme général d’une intégrale convergente d’apres le préliminaire ; u'(t) = _otet V' (t) = 2 cos(2at)
de méme pour
les fonctions u et v étant bien de classe C! sur R :

2ht)*
et [sin(2zt) (2ht — sin(2ht))] < e’t2| sin(th)\( 5 ) A , S1A A ,
/ —2te! sin(2xt)dt = [sin(th)eit ]0 —290/ cos(2xt)e” dt

(cette derniere intégrale convergeant par le méme argument que la deuxieme du 2)). 0 , vy )

rtoo = sin(24z)e™ 4 — 2.’L’/ cos(2xt)e " dt
Ainsi / e (Jeos(2xt)| (1 — cos(2ht)) + |sin(2xt) (2ht — sin(2ht))|) dt converge comme 0
somme d’intégrales convergentes, donc : donc : .

+oo
+o00 . . 2 . _n_ e —2

. / et (cos(2(z + h)t) — cos(2zt) + 2ht sin(2xt)) dt est absolument convergente ; AETOO o —2te” sin(2zt)dt = 0 - 2z /0 cos(2zt)e™" dt
e l'inégalité triangulaire s’applique : donc :

F'(z) = —22F ()

+oo
|F(z+ h) — F(z) + 2hG(z)| < /0 (lcos(2xt)| (1 — cos(2ht)) + |sin(2xt) (2ht — sin(2ht))]) dt

(c) Soit H la fonction définie sur R par : H(z) = F(z)e* .
H est dérivable et X ,
4 _ x - L
(2ht)? _ 2@—f2| sin(2t) B2 Ve eR H'(z)=F'(z)e” + F(xz)2ze” =0

D’apres les inégalités établies dans la question précédente,

—
o
N

et [sin(2zt) (2ht — sin(2ht))| < c_tQ\ sin(2xt)|

2 Ainsi, H est constante donc :

et ) ) ) V43

e |cos(2t)| (1 — cos(2ht)) < 2t sin(ht) |cos(2xt)| < 2e~F h2t% |cos(2zt)] VezeR H(z)=H(0)=F(0)=A4= 5
donc :

par conséquent,
T
|F(z + h) — F(z) + 2hG(z)| < 2h2 / 12 (| sin(22t)| + | cos(2xt)|) dt VzeR F(z)= ge*zz
0

Cette derniere intégrale converge de la méme maniére que la deuxiéme de la question 2),
et ne dépend pas de h, ce qui justifie de remplacer sa valeur par une constante C' : II. Fonction de Dirichlet

‘ [Flz - ) — F(z) + 2hG(z)] < OR2 ‘ 6. (a) e sin(3)=0 ssiu% =km, ouk €R, ssiu=2krouke€R.
Donc sin (5) ne s’annule pas sur D, et ¢, est continue sur D comme quotient de

5. (a) Soit € R. En divisant la relation précédente par |2 >0 : fonctions continues avec un dénominateur non nul.
_ (n+u 1
Vh € R* F(IJFh})l F(I)_,_QG(JC) < C|h| OEnOzap"(u)NTgwn—O—a,donc:
donc : ‘ ¢, est prolongeable par continuité avec ¢, (0) =n + 1
F(x+h)— F(z) 2

lim

h—0 h 72G(TL‘)
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(b)

sin ((n+ 3) (u+2m))

VYu €D, Vk€Z, pn(u+2m) 5 ein (u+2ﬂ)
2

sin ((n+2)u+ (2n+1)7))
2sin (% + )

- CESRE e =

= (v

k

Ainsi ¢, est 2m-périodique, donc :

. . 1!
WER Do) = e =nty

¢n est bien prolongeable par continuité sur R.

(c) @n est paire comme quotient de fonctions impaires.
7. (a) Pour tout (a,b) € R?
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

donc en soustrayant : ‘ sin(a + b) — sin(a — b) = 2 cos(a) sin(b) ‘

(b) Soit pour tout n € N*, la propriété : H(n) : "Vu € D, Y1_; cos(ku) = pn(u) — 37
e Initialisation : si n =1, pour tout u € D,

1 sin((1+ L)u) — sin(%) _ 2cos(u).sin(g)
1) 2 2sin() N 2sin(y)

= cos(u)

en prenant a = u et b = § dans la relation du 7.(a). Donc H(1) est vraie.
o Hérédité : soit n € N* tel que H(n) est vraie. Alors pour tout u € D,

n+1 n

Z cos(ku) = Z cos(ku) + cos((n + 1)u)
k=1 k=1
= op(u) — % +cos((n+1)u) par HR
sin((n + 1)u) ) 1
= T(g) + cos((n+ 1L)u) — 3
sin((n + 3)u) + 2sin(%) cos((n + 1)u) 1
2sin(y) 2

Or en prenant @ = (n + 1)u et b = § dans la relation de la question précédente, on

obtient : ) 1 1
25111(%) cos((n+1)u) =sin((n+ 1+ i)u) —sin((n + 5)u)

sin(z)
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ce qui en simplifiant nous donne

n+1 . 1

sin((n+1+3)u) 1 1
E ku)= — -T2 - _ 2
= cos(ku) 2sin(5) 27 % +1(u) 2

donc H(n + 1) est vraie.
e Conclusion : ‘Vn eN*, Vue D, 3} cos(ku) = pn(u) — 3

De plus, la fonction u — >, cos(ku) est continue sur R. Comme ¢,, est prolongeable par
continuité sur R et que R\ D n’est formé que de points isolés, on a bien

. 1
VueR, Y cos(ku) = pnlu) - =
u€eR, k,l(:OS( u) = @ (u) 5

Autre rédaction possible : si v = 2im ol € Z, alors > ,_, cos(ku) = n et

¢(u) — 3 =n+ 3 — 1 =n donc la relation reste vraie si u € R\ D.

mo o &K B " [sin(ku) 2“7
(c)/0 Apn(u)duf/o <§+;cos(ku)) du7ﬂ+;{TL — 740

2T
/ pn(u)du=m

0

8. Soit x € R. T 0 T 2 +T
/ (u)du = / (u)du + /0 (u)du + / w(u)du

T
On pose * = u— T dans la derniere intégrale. Comme u +— u — T est de classe C! sur R, ce CDV
est autorisé. On obtient alors f;JrT Y(u)du = [ Y(z+T)de = [ ¢(x)dz par périodicité. D’olr

/ " u)du = / " pudu+ / " pluydu+ [ = /[;T vt

Partie III. Formule sommatoire de Poisson

9. (a) Pour tout = € R,
K f(x + 2km) = k2. exp(—0.(z + 2k7)?) = exp (21n(k) — O(z + 2km)?) ;
or —0(z + 2km)? ~p s 0o —40m2K?, et In(k) = 0p_ 4 00 (k?), donc :
2In(k) — 0(x + 2k7)% ~py oo —40T2K2
donc :
lim 2In(k) — O(z + 2k7)? = —00
k—4o00

donc :

1
lim k?f(x + 2kw) = 0 et par conéquent f(x + 2k7T) = 0p—io0 | 5
k—+o00 k2

Par critere de comparaison a une série de Riemann convergente, E f(z + 2km) converge
k>1

et de méme pour Z f(z — 2kn).
k>1



0
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27

(b) f étant paire,

VzeR, H(-z) = f(-z) +Y_ f(—x+2kn) +Y  f(—a— 2kn)
k>1 k>1
= fl@) +)_ fla—2km) + fla+2km)
E>1 k>1
= H(x)

Ainsi, ‘ H est paire et donc sa dérivée est impaire ‘ : en effet, en dérivant la relation ci-
dessus : Vo € R, —H'(—z) = H'(z) donc H'(—z) = —H'(z).

10. (a) Pour N € N*,

Hpy(z)cos(nz)dr = f( cos(nz)dr + Z/ f(x + 2kn) cos(nz)dr + Z/ f(z — 2kr) cos(nz)dx
(2k+1)m (2k—1)7
= f( ) cos(nz)dx + Z/ f(u) cos(nu — n2km)du + Z/ f(u) cos(nu + n2km)du
0 2km
(2k+1)m (2k— 1
= f( ) cos(nz)dx + Z/ f(u) cos(nu)du + Z/ (u) cos(nu)du
0 2km
car cos est 27 — pcrlodlquc
27 (2N+1)7w 0
= f(z) cos(nz)dz +/ f(u) cos(nu)du +/ f(u) cos(nu)du
0 21 —2Nn
(2N+1)
= / f(u) cos(nu)du
—2Nm

(b) e /+°° f(u) cos(nu)du = /+°° e cos(nu)du = /+oo o cos (E) dt.

~

Vi) Ve’

cette intégrale est donc absolument convergente d’apres le préliminaire ;

JO JO 0

e u— f(u)cos(nu) est paire ;

oo oo
e donc / f(u) cos(nu)du converge et vaut 2 / f(u) cos(nu)du ;
o 0
((2N+1)m 00
e donc lim / f(u) cos(nu)du :/ f(u) cos(nu)du
N=too J_ong —

+oo
e et| lim Hpy(z)cos(nz)de = 2/ f(u) cos(nu)du
N—+oco 0

Pour tout | z € [0,27] | et N € N* :

|H(z) — Hy(2)| = Z flx+2knm) + Z f(z —2km)| (reste d’une série convergente)
k=N+1 k=N+1
Or,
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0<z<2m
= 2kr <z +2kr < (2k+1)m
= —0(2k +1)°7% < —0(z + 2k7)? < —0(2kn)?
= exp(—0(2k + 1)*7%) < f(z + 2k7) < exp(—04k>7?)
oo o0
= |0< Z flx+2knm) < Z exp(—04k>n?)
k=N+1 k=N+1
et
0<z<2m
= —2kr <z-—2kr<—(2k-1)7
= (2k—1)%7% < (z — 2km)? < (2km)?
= exp(—0(2k)*n?) < f(z + 2kn) < exp(—0(2k — 1)*7?)
(o9 oo
= Z flx —2knm) < Z exp(—0(2k — 1)%7%)
F=N+1 F=N+1
= Z fla—2kn) < Z exp(—6(2j + 1)%7?)
k=N-+1
= |0 Z flx —2km) < Z exp(—04;527?)
k=N+1 j=N
Ainsi,
|H(z) — Hy(z)| < Z exp(—04k>7?) + Z exp(—045°m?) < 2 Z exp(—04k3n?)
k=N+1 j=N k=
Remarque :

I’énoncé demande d’établir cette inégalité pour tout z € R ; cette inégalité est fausse, car elle

impliquerait que |H (z)— Hy(z)| tende vers 0 indépendamment de z (convergence uniforme)

et, en particulier, que pour toute suite de réels (zx)yen-, j\}im |H(zy) — Hy(zn)| = 0.
—00

Or, pour zy = 2(N + 1)m, on a : |H(zn) —

Romain Bouillaud).

Hy(zn)| > 1 (contre-ezemple proposé par
(d) D’apres la question précédente,

‘/27{ H(z) cos(nz)dx — 0% Hp () cos(nz)dz

27
< |H(z) — Hy(z)|| cos(nx)|dz
0-27r e} oo
S/ 2 Z 40K g <2 Z 10K or
O k=N k=N

— 0 comme reste d’une série convergente
N—o0

donc :

27 27
H(z) cos(nx)dx = lim
N—oo Jo

T
Hy(x)cos(nz)dz = 2/0 f(u) cos(nu)du
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et enfin,

2/(:00 f(u) cos(nu)du = 2

o0 cos(nu)du

f e
= 2/+°<> ( ) o e’t2 cos <2n—t> ﬂ
20 Vo Jo 2v6/) Vo

F étudiée en partie I)

Il
|
/\

‘:
<

Vo 2f
_ % XTWE (2:}5) _ \/ge—na/w
donc :
27 +oo T 2140
H(z) cos(nz)dx = 2/ f(u) cos(nu)du = \/;e’" .
Jo Ja

27
11. an:/ H(z) cos(nx
Jo

(a)

N

ag + 2 Z ap, cos(

n=1

Yo =2 / [ (w) cos(nu)du = \/;“XP ( Z;>

2T

nx) = ap+2 Z cos(nz) H (u) cos(nu)du

n 1
- a0+2z/
- ao+z/
= ap+ Hu (Zcosnr«ku)jtz:(‘mn?*fu )du

(u) cos(nz) cos(nu)du

os(n(z + u)) + cos(n(z — u))) du

o 1 1
= ap+ H(u) <L,0N(I +u) — 3 +on(z—u)— 5) d’apres 7)b)
0
2T 2T 2T
= ao+ H(u)on(x + u)du + Hu)on(x — u)du — H(u)du
0 0 0
2
or H(u)du = ag, donc :
Jo
N 27 27
ap +2 Z an cos(nz) = H(u)pn(x+ u)du + H(u)en(xz — u)du
n=1 0

2T

(b) Transformons
0

H(u)en(z + u)du & Vaide du changement de variable affine v = u+x :

27

2m+x
H(u)pn(u+ x)du = / H(v+ z)on(v)dv
0 x
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N

Or H est 2r—périodique, car

H(z+2m) = f(ac+27r)+Zf(m+27r+2k7r)+Zf(,r+2ﬂ'72kﬂ')
k 1 k=1

= f(z+2n) Zf(£+2]ﬂ' +Zf(£72m

Jj=2 =

Zf(x+2k7r)+f +fo—2k7r)
k=1 k=1
= H(x)

N est également 2w —périodique d’apres le résultat établi en 6)b), donc la fonction

v H(v+ z)on(v) est 2r—périodique, et ainsi, d’apres la question 8),

sin ((N + %) 1))
2sin ( %)

2T 2

2m+x
/ H+z)en(v)dv = H(v+x)on(v)dv = H(v+z) dv
x 0

27

et de méme pour H(u)pn(u— z)du.

Il s’ensuit :

N
aop+2 Z an cos(nzx) =

n=1

o Sur ]0,27[ : H est de classe C! (admis) donc continue ; v — sin(v/2) est continue et ne
s’annule pas, donc K, est continue par quotient.
e En0: v+ H(z +v) étant de classe C! sur R, elle est notamment dérivable en 0 et y
admet un DL d’ordre 1 :
Hw+zx) =
Hwv—1z)=

H(z)+ H'(z)v + o(v)
H(z) — H'(z)v + o(v)

donc :
Huv+z)+ H@w—x)—2H(xz) = o(v)

D’autre part, lorsque v — 0, 2sin (g) ~ 2% ~ v, donc :

lim Hvto)+ H(U _ z) —2H(@) = 0 donc K, continue en 0
v—0 2sin (%)
e En 27 :
H2r—v+z)+H2r —v—z) —2H(x)
K,2r —v) = e (hw
H(—v+2)+ H(—v—2) - 2H(x)
= ——— - ~7 car H 2r — périodique
2sin (‘n’ — 5)
H(v— H —2H
= w-2)+ .(v ) () car H est paire (9)b)), et sin(m — t) = sin(¢)
2sin (%)
= K.(v)
donc :

lim K,(v) = lim K,(u) =0 donc K, continue en 27 ‘

V2T u—0+

(par le changement de variable u = 27 — v.)
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(d) D’apres 7)c),
27
Vn e N 77:/ on(z)dz
0

= /O27r on(z)ds = /0 Mdv

2sin (E)

donc :

donc :

N
ap + 2 Z ap cos(nz) — 2 H (z)

- /OM"(W) x sin ((N ) )dl}*QH(JJ) /M W(iv

(i ) e () )

= [ Ktwysin ((N + %) v) dv
12, ()

! . _ sin(AH) ]t 1, . B sin(\)
/0 g(t) sin(At)dt = [g(t)T] L 39 (t) sin(At)dt = g(1) ot

> =

(IPP avec u(t) = g(t) et v'(t) = sin(\t) pour \)

sin(A)

PR

donc lim g( 1)

o Jon ™) < 1

11
X/ gt )sm()\t)dt’ < 7/ |g' () sin(At)|dt < 7/ |’ (t)|dt =
Jo
1

1
donc lim 7/ g'(t) sin(\t)dt = 0.
A=oo A Sy

Par somme,

T
lim/ g(t) sin(At)dt =
A= Jo

(b)

1 (1 n? 1 1 &
We ( + Z exp <74—) co%(mr)) = o + o ; ay cos(nx)
= % ((lo +2 Z an cos(n.r))

n=1
Or, d’apres 11)d),

a0 + 2nz:an cos(na) — 2mH () = /0 7 Ko (w) sin ((N + %) v) dv

d’apres 11)c), K, est continue sur [0, 27] ;

2T 1
d’apres 12)a), A}im K, (v)sin <<N + 5) v> dv=0
—00 Jo

/1 g'(t) sin(\t)dt
0
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o0

donc ag + 2 Z ap cos(nz) = 2rH (z)
n=1

donc :

1 - S02 N 042, N —0(o—2km)?
%<a0+22ancos(nx)>:H(x):e +;e gl +;e 4

n=1

Partie IV. Une application probabiliste de la formule sommatoire de
Poisson

13. Analyse de l'algorithme :

e l'instruction rd.random()<= p traduit I'obtention d'un ”"Pile”, rd.random()>p l'obtention
d’un "Face” ;

o la variable i commence a 1 et est incrémentée a chaque lancer de jeton : elle compte le nombre
de lancers effectués depuis le début de la partie et jusqu'a 'arrét du jeu ;

o la variable j est incrémentée a chaque lancer, mais réinitialisée & chaque changement de main :
elle compte le nombre de lancers effectués lors du tour d’un joueur ;

e linstruction j>s signifie que le joueur a fini son tour et doit passer la main ;

e la variable s représente donc la longueur maximale du tour d’un joueur (1, 3, 5 ...) ; elle
démarre a 1 et augmente de 2 a chaque changement de joueur ;

e la variable v vaut 1 au début du tour de A, -1 au début du tour de B ; v garde sa valeur le
jeu s’arréte avant que le tour soit fini, autrement dit si le joueur a gagné par "Pile”.

Réponse aux questions :

(a) s
(b)
()

)

(d) Dans les initialisations ajouter : k=1.

=s+2 ; j=1
i est le nombre de lancers effectués depuis le début de la partie et jusqu’a arrét du jeu.

v est un indicateur permettant de savoir quel est le joueur en cours (et donc qui gagne).

Dans la boucle while, avant 'instruction if j s ..., ajouter :
if v==1 then

k=k+1
end

(e) Méthode de Monte-Carlo : une valeur approchée est la fréquence de I’événement ” A vain-
queur” sur un grand nombre de simulations :

N=10000 ;
f=0 ;
p=input (’entrez probabilite de Pile’) ;
for k=1:N

if jeu(p)==1 then

f=f+1

end
end
disp(£/N)
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14.

15.

(a)

(b

=

(a)

H U K signifie qu’il y a un vainqueur (le jeu se termine) ; H U K signifie qu’il n’y a pas de
vainqueur : le jeu continue indéfiniment, ce qui signifie que ”Pile” ne sort jamais.

Notons, pour n € N*, F,, I'"événement : ”il n’y a eu que des Face lors des n premiers
lancers”.

(Fn)nen est une suite décroissante d’événements, donc, par le théoréme de limite mono-
tone :

o0

P(HUK) =P, <ﬂ Fn> = lim Fy(F,) = lim (1-p)" =0
n=1

donc :

P(HUK) =1

X +Y est le nombre total de lancers effectués jusqu’a I’arrét du jeu (obtention du premier
7Pile”). D’apres ce qui précéde, X 4+ Y a une valeur finie presque sturement et :

X+Y < G(p)

Notons A; I’événement : le joueur A gagne deés le premier lancer (autrement dit, ”Pile”
sort au premier lancer). Alors

A] CH
donc  P,(A;) < Py(H) <1
donc p< Py(H)<1

Par théoréeme d’encadrement,

Tim B, (1) =1

i. Les séquences sont de longueur impaire : 1,3,5 ...
Ainsi, la séquence numéro j est de longueur 2j + 1, avec les conventions suivantes :
e la premicre séquence porte le numéro 0, elle ne comporte que le premier lancer (ef-
fectué par le joueur A)

e A joue les séquences de numéro j pair et B les séquences de numéro j impair

ii. Lorsque la séquence numéro j commence, le nombre total de lancers déja effectués est

donc :
j—1 j—1

SN@k+1) =2 k+j=jG-1)+j=j

J
k=0 k=0

Par conséquent,

la séquence numéro j commence au lancer numéro j2 + 1 ‘

iii. Or, A effectue les séquences de numéro pair : j = 2n donc :

e le premier lancer de la séquence est le lancer numéro (2n)% + 1 = 4n? + 1 ;
e la séquence est de longueur 2j + 1 = 4n + 1 donc le dernier lancer (s’il a lieu) porte
le numéro 4n? + 4n + 1
Ainsi, les valeurs de I sont incluses dans I’ensemble U [4n® + 1,4n% + 4n + 1].
neN
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16.

(b) Notons A, 'événement : ” A gagne lors de la séquence numéro 2n”.

=

4n+1

U @E-EP)
S——

k=1 k-1 fois

dongc, la réunion étant disjointe et les lancers indépendants,

Ay =FiNn---NFEy2N

, 4n+1
Py(An) = (1-p)* x <Z(1*P)'HP
k=1
_ n2 1- (1 _p)4n+l
=(1-p" T

=1 7p)4n2 —(1- p)4n2+4n+1

H étant I'union disjointe des A,,,

£

Py(H)=) ((1 —p) (1~ p)4"2+4n+1>

n=0

J prend ses valeurs dans ’ensemble complémentaire de celles de I : les séries démarrent
aux lancers 4n? + 4n + 1 et terminent aux lancers 4(n 4+ 1)2 — 1 :

)

PP(K) — Z ((1 7p)471,2+4n+1 _ (1 _ p)4(n+1)2>

n=0

D’apres 12)b),

L1 & n? > 02 | NS 0@tk L NS —0(e—2km)?
— | =+ ex] —— | cos(nzx =e + e + e
5 (54 e () et ) =4 3 >

k=1 k=1
Appliquons cette égalité avec :

e z =7 donc cos(nz) = (—1)"
SN
4In(1 - p)

donc e /1 =1 —pet exp (*%) =1-p"

2

e =

Ainsi,
o0
2

YDA =14y ()M
n=0 n=1
1 > n?
+ <§ + Zcos(n,r) exp (—@>>

n=1

+ Vb (e*t‘)w? + i exp (—0(m + 2km)?) + i exp (—0(w — 2k7r)2)>
k=1 k=1

N — N = N

> — car sommes de séries & termes strictement positifs

() By =3 (11 p)C = (1)) = S (1 - ) >

n=0 k=0
En reconnaissant des termes d’indices pairs/impairs.

‘Le jeu est inéquitable : A a plus de chance de gagner que B ‘

Suget difficile !!! Il faut s’accrocher et aller chercher les points !



