Corrigé du DS n° 4
lundi 9 décembre 2024

Exercice 1

Les variables aléatoires de cet exercice sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (€2, &, P).
On considére la fonction f définie sur R par :

2] =2
Ve eR, f(z)= 5
. . . 2 . . .
1. (a) La fonction valeur absolue est continue sur R. La fonction x — —%- est continue sur R ainsi

que la fonction exponentielle. Finalement, par composition et produit de fonctions continues,
‘ la fonction f est continue sur R ‘

Ensuite, Vz € R, —z € R (R est symétrique par rapport a 0) et pour tout = € R,

| =2l epr ol e f(z)

few) =15 :

donc ‘ la fonction f est paire

(b) Pour étudier la dérivabilité de f en 0, nous allons calculer les limites en 0% et 0~ du taux
d’accroissement.

- f(0 fe T 1 =2 1
::;131(3+ IZ) — (J;( ) = ;,JIH& 2 = mlirzh 5677 =g par continuité de exp en 0
2
(z) — (0 e T 1 .2 1
lim M = lim 2—— = lim —=e" 7 = ——
=0~ xr—0 r—=0— xT =0~ 2

Ces deux limites étant différentes, ‘ f n’est pas dérivable en 0 ‘

2. (a) f est dérivable sur ]0; +oo[ par produit de fonctions usuelles et pour tout z > 0,

e — a2 LT (1—a?
2 2 5¢ (=)

Donc f/(x) est du signe de 1 — 2. On en déduit aisément le tableau de variations de f :

t 0 1 +00
f(®) + 0 -

Par croissances comparées, lim,_, o f(x) = 0.
(b) La courbe de f est la suivante, en exploitant la parité de f ainsi que la dérivée a droite en 0
(qui vaut 3) :
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(c) De fagon évidente, f est positive sur R (1). De plus, on a déja vu que f est continue sur R (2).
On considére ensuite U'intégrale I = f:: f(t)dt. La fonction f étant paire,

TO g u2 oo 22
I= 2./ —.e 2dx :/ r.e” Tdx
0 2 0

A
Ix =/ r.e”
0

Donc limg—, 100 [4 = 1. On en déduit que l'intégrale I converge et que I =1 (3).

Soit A > 0, alors

22 2
de =[-e 7] =1~ e

i
oty

Bilan : d’aprés (1)’ (2)’ (3)’

la fonction f est une densité de probabilité ‘

Dans la suite, on note X une variable aléatoire admettant f comme densité.

3. (a) X admet une espérance ssi l'intégrale f:f: 2. f(z)dz est absolument convergente, ¢’est-a-dire si
Pintégrale

+oo r+o00 12 L2
/ |z|.f(z)dx :/ ?.chdm

—o0

_a? . s s e i +oo 42 _a?
7, cela revient & dire que l'intégrale [" ™~ %-.e™ = dz converge. Comme

22 _z2 . o . .
g:xe e T dx est continue sur R, cette intégrale est impropre en +oo uniquement.

s 2
Par parité de z +— %-.e

2

z=
2

o
=5 —z—sto0 0

- “+0o0 .
7 = ozﬁ,+ooz—12. Comme fl I%dx converge (Riemann,
2 2

par croissances comparées, donc l—;e
a = 2 > 1), par négligeabilité f1+°° 7.5_%dm converge. Et par continuité de g sur [0, 1],

+oo g2 a2
0 5 > dx converge.

Bilan : ‘X admet une espérance‘

'X72 .
L ST rde = 1.E(N?) ot N est une variable
aléatoire suivant la loi A(7,00). La convergence de I'intégrale est alors immeédiate.

Autre méthode plus rapide : reconnaitre que |’ tooa?

(b) Comme f est paire, la fonction = — z.f(z) est impaire. On en déduit immédiatement que
400
E(X):/ z.f(x)dz =0
—00

(¢) Tout d’abord, X (2) = R. Soit z € R.

e Premier cas : si z <0, alors

" 1 /e R
()= [ ftydt = </.tf%m
. 27/
Soit B < 0. Alors
T 2 - . 2 22
/ te zdr=[—e Z|p=—€e 7 +e 7T Sp,_—€ 2
B

N. Marconnet - Lycée Saint Just 2/13 Année 2024-2025



Ainsi,

e Deuxiéme cas : si x > 0, alors

T 0 T
@) = [ gwa= [ swas [ o

= Fx(0)+ / f(t)dt d’apres le résultat du cas précédent
0
1 1 2
= 3 + [*55 7l
_11e
T 27"
1 .2
= 1- 3¢ T

Bilan : pour tout z € R,

x

2
1 =z .
F€e 2 sixz <0
Fx(Ll): 2 1 2 .
1—3e72 six >0

d) Tout d’abord, comme Fy est croissante et Fx (0) = %, pour avoir Fi (z) = 2, = doit étre positif.
2 1

3 1 .2 3

Fx(z)=- & 1—ze 2 =—

x(@) =7 2° 1
o 1 a2 1
Ze T ==
2 4

22 1 2 1
& TT=Ze 7% =In(3) = ~In(2)

& 22=2n(2) &z =+/2.1n(2)

On obtient (informatiquement) que z ~ 1.2 (a 10! prés).
On peut donc dire que la probabilité que X soit inférieur a 1.2 est d’environ 75%.

4. On pose T' = | X|. On note Fr la fonction de répartition de T'.
(a) Tout d’abord, T'(£2)

maintenant x > 0.

R;. On en déduit que pour tout z < 0, Fr(x) = 0. Supposons
Fr(z) P(T <z)=P(X|<z)

= P(—z< X <z)=P(—z <X <z)car X est & densité
= Fx(z) - Fx(-=)

1 22 1 =2

= 1l—=e"2 ——e¢ 2 carx>0et —x <0
2 2

= 1l-e¢7

Bilan : T a pour fonction de répartition

Osiz <0
Fr:xw— 22 .
l—e"zZsiz>0

Cette fonction Fr est nulle donc de classe C* sur | — 0o, 0[. De plus, par composition de fonc-
tions usuelles, Fr est de classe C* sur |0; +-00[. La fonction Fr est donc de classe C! sur R privé

1:2 . .
éventuellement de 0 (1). De plus, lim,_,o1—e~ 2 =0, donc Fr est continue en 0. On en déduit
que Fp est continue sur R (2)

Bilan : d’aprés (1) et (2), ‘T est une variable & densité
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(b) Pour trouver une densité de 7', on dérivée Fr en tout point de R\ {0} et on compléte par une
valeur arbitraire en 0. On obtient :

; H{ 0siz<0
T T

2
rv.e~ 7 siz>0

(¢c) Sous réserve de convergence,

E(T) = /W f(t)dt

oo

+oo 2
:/ e Tdt

0
V2r /‘*‘x , 1 2
—_— te. .~ 2 dt par parité
B . o par p

™
= 4/5.B(N?

/5B

oit N est une variable aléatoire suivant la loi normale A/(0,1). Comme E(N?2) = V(N) +
E(N)? =1, on obtient bien le résultat souhaité.

Bilan : | 7" admet une espérance et montrer que E(T') = \/g

(d) Notons Y = T2. Alors Y(Q) = Ry. On en déduit que pour tout x < 0, Fy(z) = 0. Pour tout
z 20,
Fy(z) = P(IT'<z)=P
= P(—Vz<
= P(—Vz<
= Fr(vz) - Pr(-v7)
3

= 1l—e*

car T est & densité

Donc Ty = £(3). Par conséquent, E(T?) =2
(e) En remarquant que X2 = |X|? = T2, on a alors E(X?) = 2. Ainsi, par la formule de Huygens,

et
V(T) = B(I?) — (B(T)? =2~ §
Bilan : ‘V(X) —2et V(T)=2-1% \
[Exercice 2]
1. Soit = €]0;+oo[. La fonction g : ¢t H_;_e, est continue sur [0; +o0[, donc l'intégrale est impropre
en 400 uniquement.
L 3
ot 3 T
= ~ —te " = 0
%2 Ttazet oo € t—-oo
donc an = of,%Jroo(t%). Comme l'intégrale f1+°Q t%dt converge (Riemann, a = 2 > 1), par néglige-
abilité (fonctions positives), l'intégrale j;roc T75zrdt converge. Par continuité sur [0, 1] de la fonction
+o0
g, finalement 'intégrale / ————dt converge.
o l+uxzet

On note alors f :]0; +oo[— R lapplication définie sur ]0; +oo| par

+o0 t
@) =./0 1 +x.etdt
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2. (a) Prouver que : Y(z,y) €]0; +o0[?, 4. (a) Soit 2 €]0;+oo et L = /HX) Ldt.
1

—t
+o0 t +00 t . et ¢ +'z e 12 .
If(@) = fy)| = ‘/ - ,/ ——di] =7 - [1;4+00], donc l'intégrale L est impropre en +oo
1+z.et 1+ y.et uniquement. Soit A > 0.
+o00
t
= | / m - Tyctdt\(linéarité de l'intégrale) L _ //\ et
etttz
oo —z.et !
= | / a + o (1 ry )dt\(redu(‘tlon au méme dénominateur) = [~In(e™t 4+ 2]
“+oo t.et. I'/ _ L‘ = 1n(I + 671) - ln(eiA+I>
< APPSO o B ’
= / [T e (L + ye) (par Inégalité triangulaire) S Avroo In(2 4+ ¢71) — In() = In(12e2)
On remarque que (1 + z.et)(1 +y.et) > z.et.y.et = xy.e* et donc too et
que que ( )1 +y.e’) > Y Y Bilan : |L = / %dt converge et L = ln(%)
o [Tty —al ;
[f(x) = fy)l < Ty (b) Par la relation de Chasles,
|y - Il / —t L oo
< te tdt t t
= T) = —dt —dt
f(@) /0 1+ z.et +/1 1+ x.et
+o00 ity _ . . Nt
Comme [;" t.e7'dt = I'(2) = 1, on obtient le résultat souhaité. D'une part, fol H;SL dt > 0. D’autre part, comme ¢ > 1,
Bilan : | ¥(zy) €]0; +oof?, [7(2) ~ /()| < —— [z ~y] /‘“’" g /*"“ I /‘“” -1
Ty = t —t ST
1 14z 1 1+ze e tt+x
1
(b) Soit y un réel strictement positif fixé. Comme lim,_,, —.|]z — y| = 0, par encadrement on a Donc f(z) > L
Ty T ltex _ ; _ : ; ) —
lim, ., f(z) = f(y) donc f est continue en y. Ceci étant vrai pour tout y > 0, on en déduit Comme lim,_,p+ <F5# = +00, on a limg o+ L, = +00. Par entrainement, lim, o+ f(2) = +00.

que ‘ f est continue sur |0; +oc[‘ Bilan : [Tim, o: f(2) — +50

3. (a) Pour tout x €]0; 00,
(@) ) [ 5. (a) Soit z €]0; +o0[, f(z) = 0+°O ﬁdt.
1t et t o L Conformément & I’énoncé, on pose u = x.e!. La fonction ¢ > z.et est de classe C!, strictement
T /0 dt — f(z) = /0 ret 1+ xetdt par linéarité de l'integrale croissante, bijective de [0; +oo[ sur [x;+o0o[. Le changement de variables est donc autorisé.
+o0 " Comme ¢ = In(%) = In(u) — In(z), on a dt = Ldu. Donc
R
Jo xe ( + ze ) f(z) _ /+oo hl(’ll,) _ ln(.’n) _ldu
" 1+u u

D’une part, pour tout ¢ > 0, m, d’ou en intégrant avec les bornes dans le bon ordre,

+oo ~+00
o st >0 L[, e 1,
T xT

1 1
D’autre part zet.(1 + xet) > 22.e* > z%.¢et, donc +uu +u'u

+o0 1
I(z) —ln(z)./ —————du
+oo 400
L Thetw @) < [ et . (o
Z Jo x 0

A

Notons que comme I(z) est obtenu par changement de variables a partir de f(z), I'intégrale

< %.F(?) = % I(z) converge.
Si ¢ =1 par exemple, on a bien : Soit A > 1.
A A A
1 ; c 1 1 / 1
- “tdt — flz) < = ;| = Zdu— ds
0= x /0 temldt = f(z) < 22 /L (1+u)u “ /x T . 14+u "
A
(b) Cet encadrement peut se réécrire pour tout z > 0 : = In(4) —In(z) = In(A+1) +In(z +1) = hl(A T 1) —In(z) +In(x +1)
1
1 — — -
0<**f()<*<:>0<1*1f() < ¢ — A too In(z) + In(x + 1) ln(1+$)
x
D’oul enfin
) . ) 1
Comme lim, 1 £ = 0, par encadrement lim,_, 4 o @.f(x) = 1, donc | f(z) ~z100 - f(x) = —In(z).In(1 + %) + I(z)

o I(z) = [ s du.
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(b) Notons g : u u_lzll(ii). Alors

+00 T
I(z) = /1 g(u)du — /1 g(u)du =C — G(z)+ G(1)

olt G est une primitive sur ]0; +oo[ de la fonction g. Comme g est continue, G est de classe C1,
donc I est de classe C! sur |0; +oo[ et admet pour dérivée

In(z)

I'(z) = —G'(z) = —g(z) = Talta)

Par ailleurs, la fonction h : z — —In(z).In(1 4 1) = —In(z).(In(z + 1) — In(x)) est de classe C*
sur ]0; +o0o[ par composition et produit de fonctions usuelles.

1 1 1 1 1

W (z) = 7%.(1n(z +1) —In(z)) — In(z).( —)=—-——TIn(1+ ;) + 1n(z).m

r+1
Donc enfin f est de classe C' sur ]0; oof et pour tout > 0,

_In(z)
z.(14+x)

) = ~ (4 ) () = L (14 1)

x(x+1)

6. La dérivée de f est négative sur ]0; +oc[, donc ‘ f est strictement décroissante sur |0; +oo[‘

7. (a) Lafonction f est continue, strictement décroissante sur ]0; +oo, lim,_,¢ f(z) = 4o et lim, 1o f(z) =

0. La fonction f est donc bijective de ]0; +oo[ sur |0; +oo[. Soit n € N*. Comme % €]0; o0, il

oo t 1
existe ique z,, €]0; tel > = —dt = —
existe un unique z,, €]0;+oo[, tel que f(xy) /0 Tra e .

(b) Pour tout n € N*, f(zp41) = nil < % = f(zy,). La fonction f étant strictement décroissante,

on a nécessairement x,4+1 > z,. Par conséquent ‘ la suite (mn)neN~ est croissante ‘

Supposons que la suite (z,,) est majorée. Elle converge alors vers un réel L > 0 : limy, 4 Ty, =
L. Par continuité de la fonction f sur ]0; +oo[, on a alors lim,,_, o f(x) = f(L) > 0. Absurde
car limy, oo f(2n) = limy, 400 % = 0. Donc la suite (z,,) n’est pas majorée. Etant croissante,
elle tend vers +o0.

On a vu a la question 3.(b) que f(z) ~z—ioo % Comme lim, o 2, = +00, on a alors
1 Mas _ 1 1 1
f(xn) ~n—oo g Mais f(xn) ~n Donc T, Tn—otoo o et Tn ~ppoo N

Bian:

Probléme : greffe de rosiers‘

Préliminaire

1. D’aprés la formule de Pascal,

b b b+1
Y(a,b) € N? tel 1<b =
(a,b) € el que a+1<b, (a>+(a+l> <a+1>

On peut le prouver en passant par les factorielles.

2. Soit a € N. On en déduit que pour tout k£ > a,
kK _ (k+1Y\ k
a)  \a+1 a+1
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D’ou

> () - 2G5

k=a k=a

m+1 a tél
— ar télescopage
at1 at+1) P pag

m+1 a
= car =0
a+1 a+1

Se prouve aussi par récurrence, mais plus naturel avec cette méthode ici étant donné la question
précédente !

Partie I : loi des variables G et Ty

3. Soit i € [[1, R]] fixé.
Epreuve £ : on greffe le rosier numeéro i.
Succeés : la greffe prend, de probabilité p.
La variable X; est égale au temps d’attente du ler succés quand on répéte I'épreuve £ de fagon

identique et indépendante. Donc | X; < G(p)

V(X)) =152

P2

On en déduit que ‘ E(X;) = % ‘ et

4. (a) Gg est égal au nombre de greffes total pour que tous les rosiers aient pris. C’est donc égal au
nombre de greffes nécessaires pour le rosier numéro 1 (égal a X;), plus le nombre de greffes
nécessaires pour le rosier numéro 2 (égal a X»), etc...

On en déduit bien que

(b) Par linéarité de I'espérance,

R g
E(Gr) = ZE(Xi) = Z; =

De plus, comme les variables X; sont mutuellement indépendantes,

R R 1—p
Vo X) =) V(X)) =R

]12

5. Go = X1 + X5. On a G2(Q2) = [[2; 4o0[[. Pour tout k € [[2; +o0]],

P(Gy=k) = P(X1+Xz2=k)
k-1
= Y P =in X =k i)

k=1

= Z P([Xy =1]).P([X2 = k — i]) par indépendance de X; et X,
i=1
k=1 ‘

_ Zp_qz—l_p_qk—'p—l
i=1

k-1
_ Zp?qk’z
i=1
= (k—1)p%"
6. Gr(Q2) = [[R; +o0[[.
Notons, pour tout R € N*, la propriété

H(R) : ¥k € GR(Q), P(Gr=Fk)= <
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o Initialisation : si R = 1, pour tout k € N*, P(Gg = k) = p.¢" Vet (F51).p.(1-p)* 1 = p.g*? Partie IT : étude de I’espérance de Tx
donc H(1) est vraie.

8. VN € N*,
o Hérédité : soit R € N* tel que H(R) est vraie. Soit k € [[R + 1; +oo][.
N+1 N+1
P(Grt1=k) = P(Gr+Xpy1=k) > n.P(Th = = n.(P(Tg >n —1) — P(Tg > n))
k n=1
= Y P(Gr=iN[Xpp1=k—i) N1 N+1
i=R = n(P(Tpg >n—1)— > n.P(Tg >n)
n=1 n=1
car Gg(Q) = [[R; +oo[[ et Xr+1(2) = [[1; +oo[. N N41
De plus, par coalition les variables G = Zf‘:l X; et Xp41 sont indépendantes. = Z(k +1).(P(Tg > k) — Z n.P(Tg > n)
k=0 n=1
D’ou : N N N+1
1 = > n(PTr>n)+ Y P(Tp>k) — > n.P(Tr>n)
PGra=k) = 3 P(Gr=i)-P(Xnw = ki) "= "=

N
- = ~(N+1).P(Tr>N+1)+ > P(Tg > k)
i—1 o i -
_ Z (R 1) .pR.qm R.p.qk i—1 n=0
i=R N
K1 (z - 1) s Bilan : | S0, P(Tr > n) = N4 nP(Th = ) + (N + 1).P(Th > N +1)]
= -p q
by AN 9. D’aprés le L7.a),
k=2 . PTr>n)=1-(1-(1-p")f=—((1-¢")*-1
g 52 (0 (Ta>m) =1 (1= (=" = (1~ ")~ 1)
P R—1 On sait que (14 u)f* — 1 ~, 0 Ru. Comme lim, 1 ¢" =0,ona (1—¢" ) —1~, 10 —R.¢",
1 donc ‘ P(Tr > n) ~psqoo Rq™ ‘
_ pRJrl_qk—R—l( >
R 10. On sait que YN 0. P(Tr =n) = N P(Tr > n) — (N +1).P(Tr > N +1)
donc H(R + 1) est vraie.
( ) Comme la série Z::(’J ¢" converge (série géométrique avec 0 < ¢ < 1), par critére d’équivalence
e Conclusion : |Vk € Gg(Q2), P(Gr=k)= (2:11) pR(1—p)kF ‘ (termes positifs), la série 35, 5 P(Tr > n) est convergente.
) On peut dire aussi que (N + 1).P(Tg > N +1) ~n100 N.RqgVT! =N 10 0 par croissance
7. (a) Soit n € N. comparées. Finalement, la série 3, -, n.P(Tg = n) converge donc E(Tr) existe et
P(Tp<n) = P(]\f{w'( ,XR) <n) N+1 +00
(P( S n=1 n=0
car toutes les variables suivent la méme loi. De plus, de fagon classique, comme X; — G(p), . . _ = R
P(X; >n)=4q", donc P(X; <n)=1-q" Bilan : | E(Tr) = Z}(l -(1=¢"")
n—

Bilan : ‘ P(Tp<n)=(1-¢")" ‘ 11. On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(z) =1 — (1 — ¢*)%.

(b) On remarque que Tg(€2) = N*. Pour tout n € N*,

(a) Soit (z,y) € R2, avec z < y. Alors xIn(q) > yln(q ) car In(q) < 0. D’ou e* (@) > eylnla) &
P(Tp =n) = P(Tg <n) — P(Tp <n—1) ¢° > ¢ Puis (1—¢%) < (1—¢"), (1—¢")" < (1—¢*)" et enfin f(z) > f(y).
Bilan : ‘Vn N, P(Th=n)=(1—g")f—(1— qn,l)R‘ Bilan : ‘f est décroissante sur [0; +oo[‘
(b) Soit z € R.
R-1 R-1
Yt (1—g)F = ¢" ) (1—¢")
k=0 k=0
x 1- (1 - q )

Bilan : | Vz € [0;4o0], f(z) = ZR 1‘11 (1—g%)*
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(c) Pour tout k € N, on note kajer ¢*.(1 — ¢*)*da. R R
1 1 1 1
La fonction z — ¢%.(1 — ¢%)* est continue sur R, donc I, est impropre en +oo. “In(g)’ Z; < E(Tg) < ()’ Z j +1
e Posons u = ¢* = exp(x1n(q)). = =
o La fonction z — exp(zIn(q)) est de classe C! sur Ry, strictement décroissante et bijective
de [0: 00| sur 0, 1]. 13. Rappel : Z] | ] ~Rstoo IN(R).
On a alors

Bornes : { ﬁiJroo %{ u=0 1 Y25 _ E(Tgr) 1 X 1, 1

=0 u=1 - == < < — ==J 4 -
du = In(q). exp( ln( ))dz = In(q).q°de In(q)" In(R) In(R) In(q)" In(R) In(R)

: k k k
e ¢"(1-¢")'de = 1n(q) (1=¢")" In(g).¢"dw = 1n<q) (1 —w)tdu. et par encadrement, limp_, 1 i(T}g) = 1n(q) done | E(TR) ~R—+oo *lf,‘,((};))
Par CDV, l'intégrale I}, est de méme nature que
0 1
/ % 1—w)rdu = _%/ (1—uwkdu Partie III : évolution du processus sur plusieurs semaines
n n(q) Jo
Cette derniére intégrale n’est pas impropre. Donc l'intégrale I, est convergente et On considére la suite de variables aléatoires (Y;,)nen ot Yo = 0 et o pour tout n € N*, Y, est
la variable aléatoire égale au nombre de rosiers dont la greffe a déja pris a l'issue de la n-iéme se-
1 (1 —w)k+t 1 :
T = — [— I=— maine.
In(q) k+1 (k+1)In(q) Pour tout n € N, on note Z, 11 = Y41 — Y.
1 . . . N .
Bilan: |VE €N, I = — TS 14. Z, 41 représente le nombre de rosiers pour lesquels la greffe a pris exactement a la semaine n + 1.
: n
15. e Epreuve £ : on greffe un rosier la lére semaine
fo 2)dz = Y17 T, par lin¢arité. Donc fo (w)dz est convergente car somme d’intégrales e Succes : la greffe prend, de probabilité p.

convergentes et . . .
e La variable Y; est égale au nombre de succés quand on réalise R fois I’épreuve £ dans des

/+°° f@)ds = — If 1 conditions identiques et indépendantes. Donc | Y7 — B(R, p)
0 ’ = (k+1

D’aprés le cours,

E(Y1) = Rp\ et \ V(¥h) = qu\

R
1
= - . =~ enposant j=k+1 i
In(q) ; i 16. Soit n € N et m € [[0, R]].

e ler cas : supposons que m # R.

12. (a) Soit n € N. Comme la fonction f est décroissante sur [n,n + 1], pour tout = € [n,n + 1] on a Sachant que [Y,, = m] est réalisé, il y a m rosiers pour lesquels la greffe a déja pris a la n-éme

fin+1) < f(z) < f(n) semaine. Il ne reste donc plus que R —m rosiers a greffer. Comme Z,,;1 compte alors le nombre
de rosiers parmis ces R —m rosiers pour lesquels la greffe prend a la semaine n+ 1, comme dans
D’on en intégrant (bornes bon sens) : la question précédente, on a

Zn+1 (_>/ Y,=m] B(R m, p)

/"Jrl f(n+1)dz < /"Jrl f(z)dz < /n+1 f(n+1)dz

n

On en déduit 'espérance conditionnelle ‘ E(Zys1/[Yn =m]) = (R - m)p‘

n+1

= f(n+1)< / f(z)dz < f(n+ 1) on intégre des constantes e 2¢me cas : supposons que m = R.
n Sachant que [Y,, = R] est réalisé, la greffe a déja pris pour tous les rosiers a la n-éme semaine,
il il d ier a greffer. Donc, sachant [Y,, = R] Zpi1 = 0. Ainsi
o atyR . i 1 mR il ne reste donc aucun rosier a greffer. Donc, sachant que [Y,, ], on a Zniq . Ainsi
= 1-(1-¢")"< /n fl@)de <1—(1-4q") E(Zy+1/[Yn = R]) = 0. Remarquons que la formule ci-dessus reste vraie !
1
= P(Tr>n+1)< /"+ f(z)dz < P(Tg > n) 17. D’apreés la formule de 'espérance totale (valable car somme finie) :
n
R
(b) En sommant dans la relation précédente, on obtient : E(Zpy1) = Z P(Y, =m).E(Zy41/[Ys = m)])
to0 +o0 k=0
P(Tr > n+1) / r)dx < P(Tg >n) = P(Tg >n+1) < / f(z)dz < P(Tgr > n) L
= <% = > : b2 - Sr-mri =
=0
Or on a déja vu que 3212 P(Tg > n) = E(Tg). R
On a donc aussi Z:’ioo P(Tgp >n+1)=E(Tg)— P(Tr>0)=E(Tr) — 1. = Rp. ZP(Yn =m) —p. ZmP(Yn =m)
On a également fOJrOC f(z)dx = _lnlq) . Z]'R:1 % Donc k=0 k=0
= Rp-pE(Y,)
1 &1
E(Tg)-1< (g 2~ < E(Tr) Comme Z, 11 = Y41 — Y, on a alors
j=1

et donc en retournant cette relation : E(Yni1 —Y,) = Rp—pE(Yy) = E(Yn41) = (1 = p)E(Y,) + Rp

N. Marconnet - Lycée Saint Just 11/13 Année 2024-2025 N. Marconnet - Lycée Saint Just 12/13 Année 2024-2025



On reconnait une suite arithmético-géométrique !
Equation caractéristique : ¢=(1—p)c+ Rp< pc=Rp&c=R.

Puis pour tout n € N, E(Y,,+1) — ¢ = (1 — p)(E(Ys) — ¢). Donc la suite (E(Y;,) — ¢) est géométrique
et pour tout n € N, E(Y,,) —c= (1 —p)" 1.(E(Y1) — ¢) et enfin :

Bilan : | E(Y,) = R+¢""".(Rp— R) = R(1 - ")

18. import numpy.random as rd
p=float (input ("Entrer p :"))
R=int (input ("Entrer R :"))
Yi=rd.binomial (R,p)
Z2=rd.binomial (R-Y1,p)
Y2=Y1+Z2
print(Y1,Z2,Y2)

19. (a) Y2(Q) = [[0, R]]. On remarque que pour tout k € [[0, R]],

k

m=0

Les événements étant incompatibles, on en déduit que

k
P(Ya=k) = Z P(Y1 =m).Py,—n(Zo =k —m)
m=0
k(R R—m
o ) L G T
m k—m
m=0
k
R\ (R—=m)\ . or mk
= > {5 P
m=0 m -m

(b) On remarque par un calcul classique sur les coefficients bindémiaux que :

(::) : (f::nn> - m!(zfi m) (k —(5)1(71?!— B mlk— 7:;!!(1% — k)

m!(kki m)!'k!.(}fl— DI (7];)(1:)

PYa=k) = zk: (:L)(i)pk.q”*m*k

m=0
"k
k 2R—2k k—m
)it 3 ()
m=0
).pk.qﬂ?"%.(l + ¢)* (binome)
1

Donc

i)

p+p)*.(¢»)FF

et on remarque que p+ pg = (1 — q) —¢q).¢ = 1 — ¢*> On reconnait donc bien une loi

binémiale et Y2 < B(1 — ¢, R)

Bilan : Yy — B(1 - ¢ R)

Soit n € N*. La probabilité¢ qu’aucune greffe ne fonctionne sur un rosier lors de n greffes
successives est de ¢". En passant au complémentaire, la probabilité que, pour un rosier donné,
au moins une greffe réussisse lors des n premiéres greffes successives est de 1 —¢™. On reconnait

alors que | Y,, — B(R,1—¢")

Ainsi | E(Y,) = R.(1 - ¢")

—
<l
N
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