(c) wow est un projecteur ssi sa matrice vérifie (AB)> = AB. On trouve que

S AB)? = (% AR Sia = —1 alors AB = 0, done (AB)? = (AB) = 0 et
Corrigé du DM n° 10 - pour le 27/01/2025 (AB) = oy AB. Sia = —1 alors A5 = 0, donc (AB)" = (4B) =0 c
a = —1 convient. Sinon, la relation est vraie ssi
: (1+a)? 2 2 2 2
Exercice 1 )~ 1o 1420+a® =242 @ a>—2a+1=0% (a—1)2=0oa=1
Partie I : étude d’un cas particulier
Finalement, |u o v est un projecteur ssia = —1 oua =1 ‘

Dans cette partie uniquement, n = 2 et a est un réel fixé.
Partie IT : cas général

Mate(u) = A = 1 1 a et Mate(v) =B = Lt On suppose que n € N et n > 2. Soit u et v deux projecteurs orthogonaux de E.
1+a2\a @ 2\1 1
1. Les matrices A et B sont clairement symétriques. De plus, par des calculs rapi- 1. Soit p un projecteur orthogonal de E.
des on vérifie que A2 = A et B2 = B. Les endomorphismes u et v sont donc (a) Pour tout = € E
des projecteurs, qui sont aussi des endomorphismes symétriques. D’aprés le cours,
u et v sont des projecteurs orthogonaux‘ p(2)|]” = (p(x), p(x)) = (po p(z),z) = (p(x), z)
2. 1 1 car p est un endomorphisme symétrique et un projecteur. D’aprés 'inégalité de
rg(v) =rg(B) = dim(Vect((l) , <1)) =1 Cauchy-Schwarz, on a alors
Ip(@)|* = (p(x), 2) < [lp()]|-||=]|
rg(u) =rg(A) = dim(Vect(((ll) , (;2>) = dim(Vect((i)) =1
De ol (b) Si |lp(z)|| = 0, la relation demandée est évidente. Si ||p(z)|| # 0 alors ||p(z)| > 0
e plus
L 1 lta lta et en divisant par ||p(x)|| dans la relation précédente, on obtient que| [|p(z)|| < ||zl
Mate(uov) = ——= ( 2 2)
2(1+a?) \a+a” ata 2. D’aprés ce qui préceéde, comme u et v sont deux projecteurs orthogonaux,
Attention, si a = —1 alors cette matrice est nulle et donc rg(uov) = 0.
Si a # —1, les deux colonnes étant non nulles et égales, on a|rg(uov) =1 Ve € B, fuov(@)] < o)l < l]
3. (a) Soit A une valeur propre de u o v et & un vecteur propre associé (z # 0). On a alors
‘ [uwov(@)|| = [[Az]| = [Al[lz]] dou [A] ||z]] < ||z]|. Comme [[z]| > 0 (car = # 0), on a
1 14+a 14a) (1 1 (14 a)? (1+a)? /1 bien [A| < 1.
Mate(uov(x)) = PEET 9 9 = o) = o <
21+a?) \@a+a” ata a 2(1+a?) \a(1 +a) 2(1+a?) \a Bilan:‘Spec(uov)C[—1,1]‘
donc ‘x = (1, a) est bien un vecteur propre de u o 1)‘ 3. (a) Pour tout (z,y) € E?,
(b) On a déja vu que si a = —1, uowv =0 donc Spec(uov) = {0}.
Supposons que a # —1. Comme rg(uov) =1 2, on a 0 € Spec(uov). De (f(2),y) = (vououv(x),y) = (uov(x),v(y)) = (v(z),ucv(y)) = (z, f(y))
3 N . P (1+a)? (1+a)? |
plus, d’aprés la question précédente, 3(T+a?) © Spec(u o v) et 2(1+a?) # 0 (car en utilisant de proche en proche le fait que u et v sont symétriques.

a # —1). Enfin, u o v est un endomorphisme de R? donc posséde au plus 2

L ; b) Soit p une valeur propre de f associée au vecteur propre xg.
valeurs propres distinctes. Par conséquent, (b) M pTOop f prop 0

s )= fo, Lt 2
pectuov) ={0 3402 l(wov)(@o)l? = (wowv(wo),uov(m)) = (v(z), wououv(zn))
Pour tout a € R = (v(zo),uov(xy)) car u projecteur
2 2 2 2 2 2 (1+4a)? = (o, vouou(m))
On a donc bien ‘ Spec(uow) C [0,1] ‘ Comme encore une fois ||zg|| # 0, on a u = 7‘“"7‘2(‘”“'2“)”2 > 0.
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(¢) Comme f est un endomorphisme symétrique, il existe une BON de E formée de
vecteurs propres de f. Il existe donc (ug, -+ ,u,) une BON de E telle que pour
tout ¢ € [[1,n]], f(u;) = pi.u; ot p; € R.

Soit z € F, et =Y, x;.u; sa décomposition dans cette BON. On a alors

<;$i-uiui7;Ijuj>
= ZZMMM] (ui, i)

=1 j=1
o~ a2 [0 sii#£]
= ;y,ml luill” car (u;,u;) = { 1 siiz
> 0

Bilan : |pour tout x € E, (f(z),z) > O‘

Remarque : on pouvait aussi passer par les matrices : il existe une BON de
E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

4. Soit A une valeur propre non nulle de u o v associée au vecteur propre x;. Alors

f(zy)) =vouovouv(r;) =vououv(xy)=uv(Ar) = Av(zr)

Supposons que v(z;) = 0. Alors on aurait uov(z1) =0 donc A = 0 : absurde.
Donc v(xy) # 0, et avec la relation ci-dessus, on peut affirmer que v(z1) est un vecteur
propre de f associé a la valeur propre A.

. Soit A € Spec(uov). On sait déja d’apres le 2. que A € [—1,1].
Supposons A # 0, d’aprés le 4., A est aussi une valeur propre de f, donc est positive
d’apreés le 3.(b).

Bilan : ‘Spec(u owv) C [0, 1]‘

Année 2024-2025
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(a) Soit pour tout n € N,

n

” Xk: b}
H(n): 7Y, = 2 :2n+171€
k=0

e Initialisation : sin =0, on a Yy = % donc le résultat est vrai.

i

e Hérédité : soit n € N tel que H(n) vraie. Alors

n

Xor1 1= Xi Xyt X KX
Yipr = 2 + 9 Z ontl-k 9 + Z ont2—k Z ont2—k

k=0 k=0 k=0

e Conclusion : Vn € N, H(n) vraie.

. Soit n € N. Pour tout k € [[1,n]], X} admet une espérance, donc Y;, est combinaison

linéaire de variables admettant une espérance, donc Y;,, admet une espérance et

n Xk n 1
> Egris) = > i B(X)
k=0

k=0

E(Y)

n I\n+1

1, 11— (Hm

m. E (5)’Jrl :mE.T2
i=0

1
_ (1= (= n+1
1= (5)")
Remarque : sin =0 on retrouve bien que E(Yy) = SE(X).
Par ailleurs, les variables Xj sont indépendantes, donc par coalition, les variables

(%fﬁ) sont indépendantes. Comme ces variables admettent une espérance, Y,, aussi
et

n

0_2

On déduit de ces résultats que ‘ lim, 100 E(Y,) =m ‘ et |lim, 400 V(Yy) = 3

Année 2024-2025



3. Cas particulier : on suppose que X < AN(0,1) et on note ® la fonction de répartition

de X.

(a) import numpy.random as rd

4. Retour au cas général

(a) La variable S, est combinaison lin¢aire des variables Y}, qui admettent toutes

N. Marconnet - Lycée Saint Just

import numpy as np
n=int (input ("n="))
X=rd.normal(0,1,n+1) #matrice des (X_0,...,X_n)
Y=np.zeros(n+1)
Y[0]=X[0]/2 # on définit YO
for k in range(l,n+1):
Y[k]=Y[k-11/2+X[k]/2 # on définit Y_k
print("Yn=",Y[n])
S=(1/n)*np.sum(Y)
print("Sn=",S)
Y, est une combinaison linéaire de variables indépendantes suivant toutes une

loi normale. D’aprés le cours, Y,, suit également une loi normale. De plus, avec
m=0et o=1, dapres le 1.(b), on a

1 o? 1 1 1
BOY) = m(1— (51 =0 et V(V) =2 (1 — (Lyn+ty = 2 — (Lyn+t
(V) =m( - () =0 et V() = %1- Gy = Lo ey
Bilan : ‘Yn < N(O0,L(1 - (i)nﬂ))\
Notons 02 = .(1 — ($)"!) et donc o, = 1/5.(1 = (5)"*'). On a alors, pour

tout x € R,

x 1 2
Fyn(l-):/ R

Posons u = é Ce changement de variables est autorisé, dt = idt et on obtient

1 A 1 S T
Fy,(z) = o / e z.du= —27/ e" zdu= @(U—)
V4 — 0o vV —o0o n

Or limy, 100 5= = V3.2, dolt im0 Fy, (2) = ®(v/3.z). La variable Z ayant
pour fonction de répartition z +— ®(v/3.z) est & densité, et une de ses densités
est donnée par : Vx € R,
1 ) 1 e

e dr=—— ¢ %7

T .
V2T ﬁ'\/ 27

f2(x) = V3.9'(V3.2) = V3.

donc Z < N(0, 3).

Bilan : ‘ (Y)nen converge en loi vers Z, ot Z < N(0, §) ‘

Année 2024-2025
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une espérance, donc S5, admet une espérance.

BS) = S B0 =Y w1 - ()

Il
3
|
—
=
|
—~

Donc L =1lim, 1o S, =m

S, est combinaison linéaire de variables discrétes admettant une variance, donc
S,, admet une variance.

(b) Soit (i,4) € N? avec i < j. Par bilindarité de la covariance,

X, - X
Cov(Y,, ) = Cov(d_ 555D grt)
k=0 =0

= ZZWW Cov(Xy, Xi)
k=0 =0

Comme les variables (X;) sont indépendantes, on a Cov(Xy, X;) = 0si k # 1.
Comme de plus 7 < j, on obtient

ST 1
Coo(YsY)) = D oo gV (X)
k=0
1 1
_ 2
= P Yo
k=0
2

- i

_ k

T 9iti+2” Z 4
k=0

0.2 1— 4i+1

2iti+27 1 —4

o2 1 ;
_ i+l
T3 T 9i+j+2 (4 1)

(c) Soit (i,7) € N2.
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e ler cas: sii< j, d’aprés la question précédente, (e) Pour tout n € N*; n > 2,

o2 4it! 1 "
Cou(Y;,Y;) < 3 e V(S,) = E-V(Z Vi)
o2 9%+2 k=1
S i./‘% 1 n n
3 2re = 5.Cou(}y Y, ) Y))
o 1 n i=1 j=1
S 3y 1 '
=5 > Co(hy))
e 2éme cas : sij < ¢ par raisons de symétrie on obtient n 1<i<n,1<j<n
1 o2 1
21 =2 -
Cov(Y,,Y;) = Cov(V;, Vi) < 2. S DI

3 277 1<i<n,1<j<n

IN

|

oo.‘ Q.
g
I —
N
I —

e 3éme cas : sii =7, alors

2 1 2 1<i<j<n 1<j<i<n
V) — N i _(Z\ntly <« i 1 2 1 1
Cou(Y;, Y;) = V(i) 3 (1 (4) )< 3 < 7%( > —+ > 57 On rajoute des termes
" 1<i<j<n 1<j<i<n
. . 2 . . o 1 1 o?
Bilan : | pour tout (4, ) € N? on obtient bien : Cov(Y;,Y;) < R < 73(271 +2n) par raisons de symétrie
n
(d) Pour tout n € N*, < 40?
) — 3n
L Jj—i ShN 1 Jj—i . . 402 .
Z (5) = 2(5)) Finalement, comme V(S,) > 0 et lim,_ 40 %= = 0, on a lim,,, ;o V(S,) = 0.
1<i<j<n Jj=1 i=1
ity Bilan : ‘lim,HJroo V(Sn) = 0‘
= Z(i)k en posant k = j —i
Jj=1 k=0
_ oy 6y Exercice 3 (facultatif)|
1-1
]:ln ? 1. La fonction f est positive, continue sur R. De plus,
< 2. 1 +00 1
j=1 ft)ydt = / (1—|z|)dz
< 2n —oo -1 !
. — = 2./ 1 — z)dx par parité
Bilan : ‘Zlglggn(%)]ﬂ < Zn‘ o ( )
22 1
= 2z — 5]3 =2.(1—- 5) =1

Bilan : ‘f est une densité de probabilité‘

Remarquons qu'’il s’agit de la loi de Xenakis, étudiée en DS !

2. (a) Comme Y < U([—1,1]), par th. de stabilité affine, (=Y) — U([-1,1]).
(b) Comme :
e X et —Y sont & densité,
e X et —Y sont indépendantes,
e fx est bornée (par exemple)
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d’aprés le cours, la variable X —Y est a densité et une de ses densités est donnée

par :
+00

Vo € R, fX,y(.’E) = fx(t)f,y(l' — t)dt

De plus, (X —Y)(Q) C [-2,2], donc pour tout = ¢ [—2,2], fx_y(z) =0.
Soit x € [—2,2]. Pour tout t € R,

fx(@).foy(z—t) 0 t e [-1,1] et z—t € [-1,1] & Maz(—1,2—1) <t < min(1l,z+1)

e lercas: siz € [—2,0],alors Maz(—1,z—1) = —let min(l,z+1) =x+1

donc
z+1 1 1 z+1
fev@) = [ a-lgd=g [ i
—1 —1

— ler sous-cas : six € [—2,—1] alors z + 1 < 0 donc
1 T+1 1
fx—v(z) = 5./ 1+t)dt=..= Z(I2+4LL’+4)
-1

— 2¢éme sous-cas :_si z € [—1,0] alors par la relation de Chasles,

1 /0 1 e+l 1

fX,y(I):*/ (1—|t|)dt+7/ (1—t)dt=..=-(2—2%
2], 2 ), 4
e lercas: siz€|0,2], alors Max(—1l,z —1) =z —1let min(l,z+1) =1

donc . . Lo
fX,Y(x):/ (1—\t|).§dt:§./_l(1—|t|)dt

-1

— ler sous-cas : six € [1,2] alors z — 1 > 0 donc

Ix_y(x) = % /il(l —t)dt = ... = i(.ﬂ — 4z +4)

— 2éme sous-cas :_si z € [0, 1], alors par la relation de Chalses,

fev@ =3 [ a=ipar+g [0t == s

Bilan : X —Y a pour densité la fonction

(22 + 4 +4) siz € [-2,-1]
(2—-2%siz€]—1,0]
(2 —2%) six €]0,1]

(22 — 4z +4) si x €]1,2]
sinon

fx—y o

O s s | =

Remarquons que cette densité est paire. Logique car X et —Y sont deux vari-
ables de densités paires.
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