EDHEC 2021 voie S : corrigé

Exercice 1

a) Soit n € N*. Pour tout k£ € [0;n — 1] on a par croissance de la suite

ap < Gn
En sommant ces inégalités pour k allant de 0 & n — 1 on obtient
n—1
> ok <
k=0
En divisant par n qui est strictement positif on obtient

1 n—1
IS <o
" =0
On a bien établi :
[bn < an]
"inté i n. On

On étudie maintenant la monotonie de la suite (b,)pen+. On s’intéresse au signe de b,41 — b

n—1
Z an autrement dit Z ar < nay
=0

remarque que :

1 & 1 n 1 1 n
b = = = X — = b
n+1 n+1];0ak n+ 1 (an+zak> n+ 1 n+n+1 TLZ k= n+ 1 n+n+1n

- R/_/
—bp,
On a donc
1 n
bn+1—bn:n+1an+n+1n—bn:n+1x(an—bn) donc bpi1 — by =0

n <AL

Bilan : ’la suite (b, )nen+ est croissante
Comme la suite (ap)nen est croissante et qu’elle converge vers le réel £ on a pour tout n € N*

b)
Or, on vient de montrer que b, < a,. On a donc
b, </t

Ceci prouve que la suite (by,)nen+ est De plus, elle est (question 1.a). On en déduit

. . ;
qu’elle converge vers un réel que ’'on note ¢'. Enfin, en passant a la limite dans I'inégalité

by, </

on obtient bien :
<y

On a:
2n—1

2n—1
b= 5 > k=5 z%+z
2n

c) Soit n € N*.

k=0
Or, d’une part :
1 n—1 1 1 n—1 bn
—Zak:fx—Zak:—
2n = 2 niz 2
——
b



d)

b)

D’autre part, pour tout k € [n;2n — 1] on a (par croissance de la suite) :

ap = an
On en déduit que :
2n—1 2n—1 1 2n—1 a
Zak22an donc 2—2%27”
k=n k=n n k=n
——
nan
On a bien établi I'inégalité souhaitée :
bn | an
bap, 2 — + —
2n = 2 2

En passant a la limite quand n tend vers +oo dans I'inégalité précédente, on obtient :

0 L
El>§+§ donc 6/25

De plus on a établi en question 1.b 'inégalité ¢ < £. On en déduit que : £/ = ¢. Autrement dit :

lim b, = lim a,
n—-+oo n—-+oo

On raisonne par récurrence sur 7.
Initialisation. Pour n = 0, le terme ug est bien défini et vaut 1. On a donc bien : ug > 1.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que u,, est bien défini et que : u,, > 1. Montrons que :

Up+1 est bien défini et que : up41 2> 1

Ona:u?>0etu,>1donc: u2 +u, > 1. Le terme up 41 = \/u2 + u, est donc (la

quantité sous la racine est positive) et par croissance de la fonction racine carrée sur [0; +o00] :

Upt+1 = V1 autrement dit Upt1 = 1

Ceci acheve la récurrence.

Pour tout n € Non a : u,, > 0 donc :

2

2
Uy + Up = Uy,

Par croissance de la fonction racine on en déduit :

VU2 +up =\ Ju
—_———

Un+1
Enfin, u, > 0 donc \/u? = u,. On a donc établi I'inégalité :

Up i1 2 Un

Ceci prouve que ’la suite (up)nen est croissante‘ On a donc deux possibilités :

1) soit cette suite converge
2) soit elle diverge vers +oc.

On va écarter le cas 1) en raisonnant par I’absurde. Supposons que la suite (uy),en converge, vers un
réel que 'on note c¢. D’une part, pour tout n € N on a :

2 2
Un+1 = \J U2 + up, donc  wuy = uy + uy

En passant a la limite dans cette égalité on obtient :

c=c+c donc c=0

D’autre part, ug = 1 et la suite est croissante. On a donc nécessairement : ¢ > 1.

On obtient la contradiction suivante : 0 > 1.



c)

Ceci prouve que la suite (uy),ecn ne converge pas, et donc qu’elle | diverge vers 400

n=1

u=1

S=1

while S<=1000
u=sqrt (u”2+u)
S=S+u
n=n+1

end

disp(n)

Remarque Comme S, > u,_1, S, tend vers +o0o. Ceci garantit que la boucle while s’arrétera.

3. a)

b)

Pour tout n € Non a :

1=t = i+ttt = (Vi F i =) x (V@ F i+ un) B Twl
' VAt -t VAt Nt

En divisant numérateur et dénominateur par u,, (licite car u, > 0) on obtient :

1
Un g1 — Up = ——=
VIt +1
1
Enfin: lim — = 0 donc par continuité de la fonction t — ———enx =0 :
n—+00 Uy, P Vi+xz+1

. 1 . 1 1
lim —— existe et vaut —

n——+oo q‘f‘ﬁ‘i‘l \/1+0+1:2

On a bien montré que :

. 1
nEI—lI-loo (un+1 B Un) ~ 9
. . . . 1 .
Remarque On pouvait aussi partir de l'écriture unp41 — up = up X 1+ — —1] et appliquer
Un
, . T 1

I’équivalent usuel vV1+2z -1 ~ — a xz=—.
z—0 2 Up,

La fonction f est dérivable sur [1;4o00[ et pour tout = € [1;+o0] :

22 + 1 2r+1—2/22 + 2 <2x+1—2\/x2+x)><(2x+1+2vx2+x>
].: =

fl(x) = -
2V +zx W+ 2\/:1:2+a:(29:+1+2\/:132+m)

Le dénominateur est positif et le numérateur vaut :

(256 +1—2vVa22+ :E) X (2:6 +1+2vVa22+ 1:) = (2x+1)2—(2\/ x? + x)2 = 4o’ +4r+1-4(2*+2) =1 > 0

On a donc, pour tout x € [1;+o00[ : | f/(x) > 0| Ceci prouve que

la fonction f est ’strictement croissante\ sur [1; o0

On va maintenant montrer que la suite (u,+1 — up)nen est croissante. Soit n € N. Il s’agit de montrer
que :
Up+1 — Up K Upt2 — Un+l

Upt1 — Up = \/UZ + Up — up = f(uy)

Un4+2 — Up4+1 = f(un—l—l)

On a:

et de méme :



Or, on sait que : u, < up41 (question 2.b). Par croissance de la fonction f on en déduit :

f(un) < f(tng1) donc  Upy1 — Up < Unt2 — Unyl

Bilan : ’la suite (Up+1 — Un)neN est croissante‘

On applique le raisonnement de la question 1 avec (ay)neny = (Un+1 — Un)nen- Ceci est licite car la suite
(Un+1 — Un)nen est bien croissante (3.b) et convergente (3.a). On sait d’apres 1.d que

lim b, = lim a,
n—+oo n—+oo
ou la suite (by,)nen+ est définie par :
—1 n—1
1'% 1 1 Unp 1
bn:—Zak:—Z(ukH—uk):—x(un—uo):———
n n n n n
On a donc :
Un, 1 . 3a 1
lim — ——= lim (upt1 —up) = =
n—+o0o M n  n—+oo 2
et donc : )
. u . u
lim Tn — — =1 donc lim Tn =1
n—+too o n n—+oo 3
~—~

tend vers 0

Ceci prouve bien que : | uy, —

On commence par calculer les premiers termes des suites (uy)pen €t (Sp)nen+ :

n |0 1 2 3

un |1 V2 ] \/2+V2 \/2+\/§+\/2+\/§

S, 1 142 1+vV24+1/2+12

Sur les premiers termes la formule | S,, = ui — 1| est vérifiée. Essayons d’établir cette formule par

récurrence sur n € N*,

Initialisation. Pour n = 1 on a bien :
S =ud—1
Nad N—_——
1 2-1

Hérédité. Soit n € N*. On suppose que : S,, = u2 — 1. Montrons que : S, 11 = u%H —1.0mna:

n n—1
Sn+1 = Zuk = ZUk+Un:Sn+Un
k=0 k=0

Par hypothese de récurrence : S, = u2 — 1. Donc :

Sn+1:ui—1+un

2
uZg— 1=\ ul+u, —1l=ul+u,—1

: 2
On a donc bien : | Sy =up, 1 — 1

D’autre part :

Ceci achéve la récurrence. On cherche maintenant un équivalent de S,, en +o0c. On a :

2
S, u? 1 U, 4 . Sh
S = T, T T — - — — dOHC hm 72:1
n? n?  n? n n2 n—+oo N2
4 4 4 2 ~— 4
v tend vers 0
tend vers 1
2
. n
Bilan:|S, ~ —
n—+oo 4




b) Pour tout n € N* on a donc les équivalences suivantes :

S, <1000 <= w2 -1<1000 <= <1001 <= u, <1001

n

(on a utilisé la stricte croissance de la fonction racine carrée). D’ou le programme suivant :

n=0

u=1

while u<=sqrt(1001)
u=sqrt (u”2+u)
n=n+1

end

disp(n)

Exercice 2

1. a) La variable aléatoire Y = eZ est a valeurs dans |0; +-o00[ donc pour tout = < 0 :

Pour tout z >0 on a :
Fy(z) =P(Y <x)=P(e? <z)=P(Z <Ilnz) = d(lnz)

On a utilisé la stricte croissance de la fonction In sur ]0; +oo[. Bilan :

O(lnz) si x>0
0 si <0

Fy(l’) = {

2. La fonction Fy est de classe C! sur | — co;0[ (fonction constante) et sur ]0; +-o00[ (par composition de In et
de ®). On obtient une densité fy de Y en dérivant Fy en tout point z # 0 :

1

—x®(lnzx si >0
Jy(z) =1 (nz)

0 si <0

et on pose par exemple fy(0) = 0. Or, pour tout ¢t € R :

2
(1) = \/12?exp <_t2>

On obtient bien :

fy(z) =4 zv2rm

3. a) Les variables aléatoires X,, sont finies donc leur espérance et leur variance existent. On a :

E(Xp) =1x P(X, =1)+ (-1) x P(X, = =1)=p—(1—p) =[2p— 1]
X2 est une variable certaine de valeur 1 donc F(X?2) = 1 et finalement :

V(Xn)=E(X2) - BE(X,)?=1-(2p—1)°=1—(4p° —4p+1) = 4p — 4p” = | 4p(1 — p)

b) T, est un produit de termes valant chacun soit 1, soit —1. Donc ’TR(Q) ={-1,1} ‘ Autrement dit :

’T » suit une loi de Rademacher‘




d)

b)

On calcule E(T,). Par mutuelle indépendance des variables aléatoires X7, ...X,, on a :

n
HEXk =[[@r-1)=|@p-1)"
- k=1
Or, on sait d’apres la question précédente que :

E(T,) = 2P(T, = 1) — 1

1+ 2p—1)"
Onadonc: P(T,=1) = —i—(127)
On vient de voir que
14+ 2p—-1)"
T, suit la loi de | Rademacher de parameétre +(]2))
Ona:
0<p<l1 donc 0<2p<?2 donc —1<2p—-1<1
On en déduit que :
. T
et donc : 1
On a donc : L1
ngrfooP(Tn =-1)= nll)rfool —-P(T,=1)=1- 555
Bilan :
1
(T},)nen | converge en loi vers une variable aléatoire T' vérifiant : P(T'=1) = P(T'= —1) = 5 (on
reconnait loi de Rademacher de parametre 5)
1 1
Soit w € Q tel que : |Th11(w) —T'(w)| < 3 et |Th(w)—T'(w)| < 3 Il s’agit de montrer que :

|Tht1(w) — T (w)| < 1. Par inégalité triangulaire, on a :
Tt () — To(e)] = [Toa(@) — T() + T() — Tul@)] < [Tosa(@) — T'@)] + |T'(w) — Tulw)

<1/2 <1/2

On a donc bien :
Tt (@) — Tu(w)| < 1

Ceci établit ’inclusion :

1 1
| T —T'| < 2} N []Tn -T' < 2] C[|[Tng1 —Tnl < 1]

On passe au complémentaire dans 'inclusion précédente. On obtient :

[[The1 —Th| <1]C

1 1
Tpr —T7) < } n [|Tn _| < }

2 2
Autrement dit, avec la régle ANB=AUB :

[ |Tn+1 - Tn| 21

1 1
Tun =T > 5| 0|11 -7 > 5]

1 1
P(Tuns =Tl 2 1) < P (|| Toa = | 3 3| 0 11 - 7| > 3] )

Enfin, on sait que pour tous événements A et B : P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) et donc :
P(AUB) < P(A) + P(B). On obtient bien :

On a donc :

P(\Tn+1—Tn|>1)<P<\Tn+1 T > )+P(|T ~T|> ;)




c)

d)

b)

On remarque que :

n+1
Toi1 =[] Xk =T x Xup1
k=1
donc :
Tn+1 — Tn = Tn X (Xn+1 — 1)
et donc :

|Tht1 — Tnl = |Tn| X | Xnt1 — 1| = | Xpn41 — 1] car |T,| est une variable certaine de valeur 1
On a donc :
P(|Th41 —Tn| 21)=P(|Xn41 -1 =2 1) = P(Xyy1 = —1) car X,y vaut soit 1, soit —1

On a donc bien :

(P (|Toir — Tl >1) =1—p]

On va montrer que la suite (7},)nen+ ne converge pas en probabilité. On raisonne par l’absurde en
supposant que (7},),en+ converge en probabilité vers une variable aléatoire 77. On a donc :

n—-+o0o n—-+o0o

1 1
lim P (‘Tn—i-l T > 2) =0 et lim P (‘T T > 2) =0
Or, d’apres les questions 3.b et 3.c on a pour tout n € N* :

1—p<P(|Tn+1 T'| > )+ lim P(\T -T|> ;)

n—-+o0o

En passant a la limite dans cette inégalité on obtient donc :
1-p<0 donc p=1

C’est absurde car d’aprés ’énoncé, p < 1. Bilan :

La suite ’ (T,)nen+ ne converge pas en probabilité

Par définition :

1
On va calculer F ( n) et V(X,,). D’aprés les formules de la question 2.a avec p = 3 on a pour tout

ke [l;n] : E(X;) =0 et V(X)) = 1. Par linéarité de l'espérance on a :

Par la formule V(aX) = a?V(X) puis par mutuelle indépendance des variables aléatoires X1,..., X,
on obtient : .
V(E):%V(X1+---+Xn):% x};w_i
1
Bilan :

X, =vnxX,

Les variables aléatoires X,, sont mutuellement indépendantes et de méme loi, et admettent une espérance
et une variance. D’aprés le théoréme central limite, X, converge en loi vers une variable aléatoire sui-
vant la loi normale centrée réduite. Autrement dit (en supposant que la variable aléatoire Z de la
question 1 est définie sur le méme espace probabilisé que les X,,) :

Vi x X, £ 7



En composant par la fonction exponentielle, qui est continue sur R :

X, L
e\/ﬁxX" €Z

Y

Enfin, on remarque que Ué/\/ﬁ = eV"*Xu_ On a donc bien :

Ulivn Ly

Exercice 3

1. Pour tout x € E on a, par antisymétrie de f :

(f(z),2)) = = (2, f(2))

Or, par symétrie du produit scalaire : (z, f(z)) = (f(z),z). On a donc :

(f(2),2) = = (f(z),z)  donc 2(f(z),x) =0  donc |(f(x)z)=

2. Par théoreme du rang on sait déja que :

’dimKer(f) +dimIm(f) = dimE‘ (1)

On va montrer que : Ker(f) NIm(f) = {O0g}. Soit € Ker(f) NIm(f). Il s’agit de montrer que : = 0.
x € Im(f) donc par définition, il existe un vecteur y € E tel que : x = f(y). On a alors :

z€Ker(f) B

|2|? = (z,2) = (&, f(y)) T "E —(f(x), )

(par linéarité a gauche du produit scalaire). On a donc : ||z]| = 0 et donc : 2 = 0. Ceci prouve que :

[Ker(f) nTm(f) = {0g}] (2)

(Og,y) =0

Les affirmations (1) et (2) suffisent & prouver que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E. Bilan :

’Ker(f)@lm(f) :E‘

3. Déja, s est bien un endomorphisme de E en tant que composée de deux endomorphismes de E. Montrons
qu’il est symétrique. Soient x et y des vecteurs de E. Il s’agit de prouver que : (s(x),y) = (z,s(y)). On a :

(s(@),y) = (F (F@) ) 7™ (@), F@)) T E (= £ (F) = (@, s(y)
Bilan :

’s est un endomorphisme symétrique de E‘

Montrons maintenant que ses valeurs propres sont dans R_. Soit A une valeur propre de s et x un vecteur
propre associé (donc z n’est pas le vecteur nul). On a d’une part :

(s(),2) = (Az,z) = Mz, 2) = Al«]|”

et d’autre part : .
(s(x),2) = (J(f(@).2) T"E™ = — (f(2), f(@)) = ~ I/ @)

Comme z # 0g on a : ||z]|* # 0. On en déduit que :

Mal® = =lIf@)|*>  donc A= —5 x| f(@)]>  donc [A<O
o] "
>0
<0
Bilan : ’les valeurs propres de s sont toutes dans R_ ‘

8



4. a)

b)

g est la restriction de f & ’espace vectoriel Im(f), donc c’est une application linéaire. De plus, pour
tout * € Im(f) : ¢g(z) = f(zr) donc par définition : g(x) € Im(f). Ceci prouve que g est un

’endomorphisme de Im(f) ‘ Enfin, pour tous vecteurs x et y de Im(f) on a :

(9(x),y) = (f(x),y) = — (2, f(y)) = — (z,9(y))
Bilan :

’ g est un endomorphisme antisymétrique de Im(f) ‘

Soit A une valeur propre de t et x € Im(f) un vecteur propre associé. Avec le méme raisonnement qu’a
la question 3 on obtient :

1
ke lg(2)]1* = ” H x || (2)]”

De plus, on sait que z € Im(f)\{0g}. Or : Ker(f) NIm(f) = {Og}. On a donc : = ¢ Ker(f) de sorte

que f(z) # 0g. On en déduit :

x| f(x)|>  donc A< 0
H || =
<0
Bilan : lles valeurs propres de s sont toutes dans R*

5. D’apres 'énoncé e; # O et t(e1) = Aey.

a)

b)

Il s’agit de montrer que :
1) ey et g(e1) sont dans E)(t)
2) (e1,9(e1)) =0
3) la famille (el,g(el)) est libre.
Allons-y pour 1). Par définition, e; € E)\(t). De plus :

t(g(e1)) = gog(gler) = glg (g(e1))) = g(t(er)) = g(Xer) = Ag(er)
On a donc bien : g(e1) € E\(t). Montrons maintenant 2). On a :

par 1

(e1,9(e1)) = (e1, fler)) "=" 0

La famille (e, g(e1)) est donc orthogonale. Pour montrer que 3) elle est libre, il suffit de prouver qu’elle
ne contient pas le vecteur nul. D’apres 1’énoncé e; n’est pas le vecteur nul (c’est un vecteur propre).
De plus e; € Im(f)\{0g} et Ker(f) NIm(f) = {Og}. On a donc : g(e1) = f(e1) # Op. Bilan :

(el, g(el)) est une famille orthogonale et libre de E)(t)

On va maintenant construire une base orthogonale de E(t) et montrer que cet espace vectoriel est de

dimension paire. On a vu que (61, g(el)) est une famille orthogonale libre de F)(t). On distingue alors

deux cas :

Cas 1 : si Vect (el,g(el)) = E\(t). Dans ce cas, (el,g(el)) est une base orthogonale de F)(t).
Cas 2 : sinon. On note F; le supplémentaire orthogonal de Vect (61, (e )) dans F)\(t). F n’est pas
réduit & {0} donc il existe un vecteur non-nul ey € F5. Montrons alors que
(el, g(e1), e, g(eg)> est une famille orthogonale libre de E)(t)

On peut appliquer mutatis mutandis le raisonnement de la question 5.a, a I’exception de 1’ortho-
gonalité qui mérite un examen minutieux. On a déja montré que : (e1,g(e1)) = 0. De maniere

analogue : (e2, g(e2)) = 0. Comme ey est dans l'orthogonal de Vect (el, g(el)) on obtient aussi :

(e2,e1) =0 et (e2,9(e1)) =0



6.

a) On a déja établi cette égalité a la question 4.b. On a donc : | ||g(er)|| = V=X X ||ex]|
b) On a:

Il reste & prouver que (g(e2),e1) = 0 et (g(ez2),g(e1)) = 0. Comme g est antisymétrique (4.a) on a :

(g(e2),e1) = — (e, g(e1)) =0
0
Enfin :
(g(e2), g(e1)) = — {ea, g(g(e1))) = — (ea, t(er1)) = — (e2, Ae1) = —A (ea,e1) =0
0
Bilan :

(el, gler), e, 9(62)) est une famille orthogonale de F)(t)

De plus elle est libre car les vecteurs sont non-nuls (comme en 5.a). On distingue alors deux
sous-cas :

Cas 2.1 : si Vect (61,9(61),62,9(62)) = E\(t). Dans ce cas, (el,g(el),eg,g(eg)) est une base or-
thogonale de E)(t).

Cas 2.2 : sinon. On note F3 le supplémentaire orthogonal de Vect (el,g(el) e, g(e )) dans E\(t).

F35 contient un vecteur non-nul ez. De méme que précédemment, on montre que
(el, g(e1),e2,9(e2), €3, g(eg)) est une famille orthogonale de FE)(t)

et ainsi de suite ...

A chaque étape, on ajoute deux vecteurs a la famille libre. Ce processus s’arréte nécessairement puis-
qu’une famille libre contient au plus dim F)(¢) vecteurs. En notant p le rang de la derniére étape, on

a ainsi construit une | base orthogonale (el,g(el), e ep,g(ep)) de Ey(;) | On a alors :

dim E)\(t) = Card(el,g(el), e ,ep,g(ep)) =2p

et donc E)(t) est bien de ’dimension paire‘

I 1 1 . VAN — /e
906) =0 (o) = o9 = [y o) =V ek
De plus :
ny __ 1 e — 1 e :# e :# e = \/7 -V — 6/
90 = Taen ) = T = Tateol ™ = Voxenl " = Teall ¢~ VA%

Bilan :

gley) = V=Aep et gler) = —V=Aej

7. Comme t est un endomorphisme symétrique de Im(f), il est diagonalisable. On a donc :

dimIm(f) = > dimE\(t)
A€Esp(t)

D’apres la question 5.b, les E)(t) sont tous de dimension paire. Enfin, par définition rg(f) = dim Im(f).

rg(f) est pair | en tant que somme de nombres pairs

Soit A € sp(t). En reprenant les notations des questions 5.b et 6.b, la famille (e}, €Y, ..., e, ;) est une base

»po

orthonormale de E)(t) (on a normalisé la base orthogonale de la question 5.b). De plus, les sous-espaces
propres E)(t) sont supplémentaires orthogonaux dans Im(f), car ¢ est un endomorphisme symétrique de
Im(f). En concaténant les bases orthonormales de ces sous-espaces propres, on obtient alors une

10



base orthonormale de Im(f) ‘ (donc de cardinal 2r) de la forme | (u}, u, ub, ul, ... ul., ul)

De plus, pour tout ¢ € [1;7], en notant \; la valeur propre de t telle que u € Ej,(t) et |a; = v/—A;|on a
d’apres 6.b :

fug) = aqu et flu) = —aiu; (%)
Enfin, car \; < 0 (question 4.b). On distingue alors deux cas :
Cas 1 : si Ker(f) = {0g} Dans ce cas Im(f) = E donc

(uf, uf ub,uly, ... ul, ul’) est une | base orthonormale de E

D’apres la relation (x), la matrice M de f dans cette base s’écrit :

0 —al
al 0
0 —as
M = a9 0
0 —a,
ar 0
Cas 2 : si Ker(f) # {Og} Dans ce cas on note | (v1,...,v4) une base orthonormale de Ker(f) | Comme
E = Tm(f) & Ker(f)
on sait que (concaténation des bases)
B = (uy,uf,... ,ul,ul,v1,...,0,) | est une base de E

Pour tout i € [1;¢] on a : f(v;) = 0g. Donc la matrice de f dans la base B s’écrit :

0 —al

al 0
0 —ao
a9 0

0 —a,

a, O

Il reste & prouver que la base B est orthonormale. Comme on a concaténé une base orthonormale de
Im(f) et une base orthonormale de Ker(f), il suffit de prouver que les espaces vectoriels Im(f) et
Ker(f) sont orthogonaux. Soit z € Im(f) et y € Ker(f). Il s’agit de prouver que : (z,y) = 0. Il existe
z € E tel que : z = f(y). On a alors :

(2,0) = (F(2), ) = — (2, F()) "=~ (205) =0
0

Bilan :

’B est bien une base orthonormale de

11



1.

2.

4.

5.

Probléme

On calcule :
p+1 %=1 1 1 — pyat11%t 1
P =0 P q =0 q+
Soit (p, q) € N x N*. On fait une intégration par parties avec u(x) = 1 et v(z) = (1 —x)?. Ceci est licite
p
car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0;1]. On a u/(z) = 2P et comme ¢ > 1 : v/(x) = —q(1 — x)?~*
On obtient :
1 P+ r=1 1 g+l
I(p, :/a:px 1—2)dx = x (1 —x)? —/ x (—q(1—2)7') dz
(r.0)= [ ¥ x (1-2) el >L_O [k (a= )

1
:O—O—i—L/ P (1 —2)T ! da
r+1Jo

On obtient bien :

q

I(p,q) = ——I(p+1,q—1
(p, q) p+1(p q—1)

. Initialisation. Pour ¢ = 0. Pour tout p € N on a bien :

p!l0!
I(p,0) = T xI(p+0,0)
=1

lg!

Hérédité. Soit ¢ € N. On suppose que pour tout p € N : I(p,q) = P I(p+ q,0). Montrons que pour

(»+q)!
tout pe N :
plg+1)!
Ipg+1) =2 T(p+q+1,0
(pg+1) (p+q+1)!(p q )
Soit p € N. On applique la relation de la question 2 au couple (p, ¢+ 1) qui est bien dans N x N*. On
obtient :
g+1

I(p,g+1) =2 "T(p+1,
(pq+1) p+1(p q)

Par hypothese de récurrence on a :

(p+1)lq!
I(p+1, = ~I(p+1+4,0
(p+1,9) pritq) (p 4,0)
1)!
Enfin, (p—:— 1) =plet (¢+1)¢' = (¢ + 1)!. On obtient donc :
p
q+1 (p+1)lg! pl(g+1)!
I(p,g+1)= X Ip+1+¢,0)=—————I(p+qg+1,0
(p,g+1) vl pritq) (p q,0) (p+q+1)!(p q )
Ceci acheve la récurrence.
En utilisant les questions 3 et 1 on obtient pour tout (p,q) € N x N :
plg! par 1 plg! 1 plg!
Ip,q) = ——= xIp+q¢0) = X =
(#,9) (p+q)! ( ) (p+a)! p+tg+l |(p+qg+1)
En particuli tout n € N: |I(n,n) (n!)’
articulier pour to : n,n) = ——>r—
n particulier pour tout n , Gn 1 1)l

e La fonction b, est continue sur | — oco; 0[ et sur ]1; +oo[ (fonction nulle) et aussi sur ]0; 1[ (polynéme).
Donc b, est | continue sur R\{0,1} ‘
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e Soitz€R.Size[0;1],ona:xz>0et(l—z)>0donc:

Sinon, b,(x) = 0. Dans tous les casona : |b,(x) >0

e Enfin, sous réserve de convergence :

+00 0 1 400 (2 !
/ b(x) dz O [0y 0y gy /0 bo(z) dz + /1 b(z) d = /0 Wx"u—x)" dz
0

—o0 —o0
0

Cette intégrale converge (intégrale d’une fonction continue sur un segment) et par linéarité de I'intégrale :

/+OO bn(x) do = (2%1)!/01 w1y o= 2D s )!El

—o (n!)? (n!)? (2n+1

on reconnait I(n,n)

Bilan : | b,, est une densité de probabilité‘

Remarque Pour n > 1 on pourrait montrer la continuité de b, en 0 et en 1 mais ¢a n’a pas d’importance
ici.

6. Xy admet la densité fy définie par :

Bilan : X suit la ’ loi uniforme sur [0; 1] ‘

7. a) Sous réserve de convergence (absolue, mais X, est a valeurs positives) :

+oo 1 2 1)!
E(X,) = [ xby(z) dz Chasles /0 Wm”“(l —xz)" dx

Cette intégrale converge (intégrale d’une fonction continue sur un segment) donc X,, admet une
espérance. Par linéarité :

(2n +1)! / 41 2n+1)! (m+Dn! n+1 1
-_ n 1— n = = = —
o & ) A = e X e T T a2 2

on reconnait I(n+1,n)

E(Xn) =

On a bien : | E(X,,) =

b) On commence par calculer E(X?2) avec le théoréme de transfert (sous réserve de convergence) :
+o0o
E(X2) = / 2%by (z) da
—o0

De méme que pour E(X,), on montre que E(X?2) existe et que :

(2n+1)!
(n!)?

X, admet donc une variance et par formule de Koenig-Huygens :

@+ (42! (n+2)(n+1) n+2
It 2m) = = X Gnsa) ~ @nrd)@nt2) 20013

E(X3) =

B _on+2 1 2m+2)-(20+3) [ 1 |
V(Xn) = BX0) — B(X0) = 50 2o = 1= dan 1 3) T 4(2n+3)

13



c)

Soit € > 0. D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a pour tout n € N :

autrement dit : )

4e2(2n + 3)
—_————

tend vers 0 quand n—+oc0

1
0<P(\X"z\>5><

Par encadrement on en déduit que :

1
lim P <’Xn — 2‘ > 5) existe et vaut 0

n—-+o0o

Bilan :

1
La suite (X, )nen+ | converge en probabilité vers la variable certaine de valeur 3

8. |Fy(z) =<z si 0<z<l1

0 si <0

1 si z>1

9. a)
b)

10. a)
b)

11.

Van11 désigne le temps d’arrivée de la derniere personne. Autrement dit : ’ Vont1 = max(Uy, ..., Uspy1) ‘

Pour tout x € R on a :

G2n+1($) == P(‘/2n+1 < .I) == P(maX(Ul,.. .,U2n+1) < l’) == P(Ul < x,UQ < Z,.. .,U2n+1 < CL‘)

ol , désigne une intersection. Par mutuelle indépendance des variables aléatoires Uy, ..., Uspy1 On a
donc : ontl
Gons1(z) = P(U < 2) x P(Up < &) -+ X P(Upny1 < 7) = (Fu(2))
=Fy(z) =Fy (=) =Fy(z)

Bilan :

0 si x<0

Gont1(x) =  g2ntl si 0<r<1

1 si o z>1

V1 désigne le temps d’arrivée de la premiere personne. Autrement dit : ’ Vi =min(Uy,...,Upt1) ‘

Pour tout r€ R on a:

P(V1 >Z‘) :P(min(Ul,...,U2n+1) >.I‘) ZP(Ul >.T},U2 >x,...,U2n+1 >$)

Par mutuelle indépendance des variables aléatoires Uy, ..., Usp+1 on a donc :
2n+1
P(Vi >2)=P(U; > 2)x P(Us > 2) X -+ x P(Uppi1 > ) = (1 - FU(x))
S —
=1-Fy(z) =1-Fy(z) =1—Fy(z)
On a donc : _—
Gi(w) = P(Vi <) =1-P(Vi >2) =1 - (1= Fy(x))

Bilan :

0 si <0

Gi(z)=4¢1—(1—x)>t! si 0<z<1
1 si z>1
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12.

n = input (’Entrez la valeur de n : ’)

U = grand(1,2#n+1,’unf’,0,1) // alternative : U = rand(1,2*n+1)
Vpremier = min(U) // V1

Vdernier = max(U) //V2n+1

a) Pour tout z € [0;1] on a :
Gnii1(z) = P(Voy1 < 2)

L’événement [V, 11 < x] est réalisé si et seulement si, au moins n + 1 personnes sont arrivées avant le
temps z. Pour tout k € [n + 1;2n + 1] on note Ry ’événement :

Ry, : exactement k personnes sont arrivées avant le temps x

On a donc :
Va1 < 2] = Ryp1 URp o U+ - U Ropg

ou LI désigne une union disjointe. On a donc :

2n+1

Gni1(z) = P(Rpy1 URypo U+ URgnyn) = Y P(Ry) (1)
k=n+1

Soit k € [n + 1;2n + 1]. On va montrer que :

P(Ry) = <2n]:— 1>:rk(1 _ g)2nHlk

On note & l'ensemble des sous-ensembles de [1;2n + 1] ayant exactement k éléments. On a donc :

R= || ((ﬂ[Ui gm]> N ( N [U >x]))
Je&, ieJ i€[1;:2n+1]\J

On a donc, par mutuelle indépendance des variables aléatoires Uy, ..., Uspt1 :
P(Ry)= > J[PUi<a)yx [ PU>z)=> a*(1—z)+F
Je& ieJ i€ﬂ1;2n+1ﬂ\J Je&
—_———
zk (1—g)2n+1-k

2 1
Enfin, 'ensemble &, est de cardinal ( " ]j > On a donc bien :

P(Ry) = (2”; 1>:c’“<1 —arE ()

Les égalités (1) et (2) donnent le résultat souhaité :

2n+1
2n+1 ]
Gn+1(x) = Z ( k )xk(l 7:6)2 ok

k=n+1

b) Comme V,,1; est a valeurs dans [0;1] on a aussi : pour tout © < 0 : Gpy1(x) = 0 et pour tout z > 1 :
Gni1(z) = 1. Gy est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0 et en 1. On trouve une densité g, 11
de V41 en dérivant G411 en tout point = # 0,1. Donc si x < 0 ou z > 0 : gp41(z) = 0. Et si 2 €]0; 1],
par linéarité de la dérivation :

Al fon 41
gnr(@) = < " ) (ka1 = @)1k — (20 41— K)o (1 - 2)F)
k=n+1

donc

2n+1 2n+1

2n+1 _ et l— 2n+1 n—

Inri@) = D ( . )kxk M=)tk % ( L >(2n+1—k)w’“(l—ac)2 g
k=n+1 k=n+1

on note S; cette somme on note Sy cette somme
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d)

On ré-écrit la somme S :

2n+1 2n+1
(2n+1)! k-1 Imt1—k (2n +1)! k-1 In+l—k
S = Z ——kx (l—x) n+ = Z T (1_$) n+
Pt} K'(2n+1—k)! WS (k—1)!2n+1—k)!

On ré-écrit maintenant la somme Ss. Comme le terme (2n +1 — k) vaut 0 pour k =2n+1,on a :

2n 2n
o + 1 B (2n +1)! i
Sy = Z ( >(2n+1—k)xk(1—x)2”k: Z —————2n+1-k)z"(1 —=x
it k it El2n+1—k)!
2n
Z 2n + 1 k(l . )Qn—k
k=n+1 k' 2n—k

On fait un changement d’indice ¢ = k£ + 1. On obtient :

2n+1 (2n+ 1)‘ ] )
Sy — : i—1 1— 2n+1—1
2 i:zniz i—DiEnsi—g® 179
On a donc :
W (nt 1) Wl et
: k—1 2n+1—k : i—1
g1 (@) = P 1 —gyih 3 i (1
" kzznﬂ (k—1)'2n+1—k)! Z.Z;Q (i—1)!(2n+1—1i)!
Il ne reste que le terme £k = n + 1 de la premiere somme :
(2n+1)!
(2n+1)!
Enfin on pose g,+1(0) = gnt+1(1) = WO” On a obtenu la densité suivante de V41 :
n!
2
gni1(z) = (7(17:)2)90"(1 z)" st 0<e <]
n—+ - :
0 sinon

On reconnait la fonction b,, densité de X,,. Bilan :

les variables aléatoires X,, et V,4+1 ont la méme densité donc elles ont

Le programme renvoie la valeur médiane du tableau U c’est-a-dire En effet :

1<2<5<8<9<13<23

)Qn—k:

x)2n+1—i

D’apres la question 12.b, il suffit de simuler la variable aléatoire V,,11, c’est-a-dire la | valeur médiane

de Uy, ...,Usz,41. D’ou le programme suivant :
n = input(’Entrez la valeur de n : ’)
U = grand(1,2+*n+1,’unf’,0,1)

X

median(U) // simulation de Xn
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