DM n° 12 - pour le 17/02/25

Commencez par réviser le cours sur les variables & densité (lois usuelles notamment)
et sur l’estimation. Ce probléme est long : essayez de faire le mazimum en 2h30 et allez
Jusqu’a 3h de travail.

PROBLEME

Les variables aléatoires considérées dans ce probléme seront toutes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, .4, P). On notera ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1)

Soit ¢ un réel strictement positif, on note f, la fonction définie sur R par :

0 sit<0
«(t) = 2 .
fo(t) ﬁexp(—;?) sit>0

I. Etude de la loi de Rayleigh

1. (a) Justifier que f, est une densité de probabilité.
(b) Donner le tableau de variations de f,

(¢) Le graphique ci-dessus correspond aux courbes représentatives de fi, fi/2 et fa
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Mais quelle courbe correspond a quelle fonction ? Justifier votre réponse !

Soit X une variable aléatoire de densité f,, on dit que X suit la loi de Rayleigh
de parameétre o, notée R (o)

2. (a) Expliciter la fonction de répartition de X notée Fx.

(b) Montrer que Fy réalise une bijection de [0, +oo[ vers [0, 1] et expliciter sa bijec-
tion réciproque.

(c) En utilisant la méthode d’inversion, écrire une fonction Python intitulée
def Rayleigh(s): (ou s est le paramétre o) simulant la variable X.

3. Moments de la loi de Rayleigh

(a) Montrer que pour tout n € N E(X") existe. A I'aide du changement de variables
2

u = 53, montrer ensuite que

VneN, BE(X") = 236" (g + 1)

(b) On rappelle que I'(3/2) = @
En déduire 'espérance de X et la variance de X en fonction de o.

4. Déterminer la loi de Y = X? et retrouver la valeur de E(X?)

Pour toute la suite de ce probléme : on suppose que (X;);en+ est une suite de
variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi de Rayleigh
de paramétre o

II. Minimum et conditionnement

On considére une variable aléatoire N indépendante de la suite (X;);en+ et suivant la
loi géométrique de parametre p €]0, 1[.
Pour tout n € N*, on note Z,, = Min(Xy,...,X,) et Zy = Min(X,..., Xy) définie
par
Yw e Q, Zy(w) = ]Wm(Xl(w), .. .7XN(w)(w))

1. Soit n € N* fixé.

(a) Montrer que Z, suit une loi de Rayleigh dont on précisera le parameétre.
(b) Préciser 'espérance et la variance de Z,.
2. (a) Ecrire en Python un script simulant et affichant Zy pour o et p entrés par
I'utilisateur.
(b) Déterminer la fonction de répartition de Zy.

(c) Justifier que Zy est une variable aléatoire & densité et qu'une de ses densités
est g ou
2

P
pre 207
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o? (1 —(1-p) e’ﬁ)

Vo <0, g(z) =0 et Vo >0, g(z) =
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(d) A laide de la formule de l'espérance totale, justifier l'existence de I'espérance
de Zy et écrire E(Zy) sous forme d’une somme de série.

(e) Ecrire en Python un script permettant d’afficher la somme partielle de rang 1000
de cette série.

III. Estimation du paramétre de la loi de Rayleigh

—_

. Soit « €]0, 1[, montrer qu'il existe un unique réel € > 0 tel que 2®(e) —1=1—«

2. Premiére méhode : via la moyenne empirique

n

Pour tout n € N*, on pose M, = %X;Xl

(a) Expliciter, a aide de M,, un estimateur sans biais et convergent de o noté T,
(b)
(©)
)

(d) En déduire un intervalle de confiance asymptotique pour ¢ au risque a.

Expliciter la variable aléatoire centrée-réduite associée a T;,, notée 1.

Etudier la convergence en loi de T};.

4. Deuxiéme méthode : maximum de vraisemblance

Soient x1,...,x, , n réels strictement positifs, on considére la fonction de vraisem-

blance qui est la fonction L définie sur |0, 00[ par Vo >0, L(o) = H foli)
i=1

5. (a) Expliciter G(0) =In (L(0)) pour tout o > 0.
(b) Etudier G sur |0, 400]
(¢) En déduire que L admet un maximum en o =
6.

1 n
(a) A laide du I.4, déterminer la loi de %97 ZXI2
=1

(b) En déduire que W? est un estimateur sans biais et convergent de o2

(c¢) Montrer que W, est un estimateur convergent de o
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