4. Soit & un vecteur de E.

Corrigé du DS n° 6 (a) Puisque f est diagonalisable, E = @f:o E\, (f)-

Et donc z, comme tout vecteur de F, s’écrit de maniére unique

‘Probléme 1 : pseudo-inverse d’un endomorphisme symétrique‘

k
=z, ou (20,21,-..,7k) € Bo(f) x Ex,(f) x -+ x Ex,(f)-
i=0

‘Partie I. Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique‘ (b) Soit j € [[0, k]]. D’aprés la question 2, pour 4 # j, Ex,(f) est orthogonal a Ey, (f).
Ce qui s’écrit encore Ej,(f) C Ey, (f)* = Kerp;.
On considére un endomorphisme symétrique f de E. On suppose de plus que f est non Et donc
inversible et non nul.
k k
1. Puisque f est n’est pas bijective, 0 est une valeur propre de f. pj(z) = ij (@) = pj (zj) + ij (xi) = pj (zj) = ;.
Supposons que f admette pur unique valeur propre 0. Alors, comme f est symétrique donc i=0 ;;9 e

diagonalisable, on aurait @AESp(f) Ker(f — A\.Id) = Ker(f) = E, et donc f = 0z(g) ce qui
est contraire a I’hypothése. Ainsi, la relation suivante est clairement vérifiée :
Donc f admet au moins une deuxiéme valeur propre non nulle. )
idp =po+p1+--+pk
2. (a) Soient X et p deux valeurs propres de f.

Pour tout vecteur z de Ey()) et pour tout vecteur y de Ey(p) : 5. (a) Soit z € E, et reprenons les notations précédentes : @ = xg + -« - - + k.
i ) Alors pour i # j, on a pj(z) = z; € Ey,(f) C By (f)*t = Ker (p).
Ma,y) = (A, y) = (f(@),9) = (@, f () = (@, wy) = plz,y). Et donc p; (pj(x)) = 0g. Ceci étant vrai pour tout « € F, on en déduit que
(b) Si X et pusont deux valeurs propres distinctes de f, alors pour z € Ex(f) et y € E, (f), 5
on a piop; =0
Mz,y) = n(z,y) & (A= p){z,y) =0. (b) Avec les notations précédents, pour tout = € E,
Puisque A — g # 0, il vient donc (z,y) = 0. i
Et donc tout vecteur de E)(f) est orthogonal a tout vecteur de E,(f), de sorte que fl@) = Zf(z) par linéarité de f
= ; :
E\(f) et E,(f) sont orthogonaux. =
k
3. Soit x € Ker f et soit y € Im f. Alors f(z) = O, et il existe z € E tel que f(z) =y. = Oao+ 2} Ai-i puisque pour tout i, ; € Exi(f)
i

On a alors

k
= > Xipilx)
i=1

Ceci étant vrai pour tout z € E, on a bien

(z,y) = (2, f(2)) = (f(2),2) = (0p,2) = 0

Et donc Ker f  (Im f)*.

D’autre part, nous savons que f=Xp1+ Aapa + -+ + \pre
dim(Im f)* = dim E — dim Im f = dim Ker f. (c¢) On sait déja que Im(p) et Ker(p) sont des supplémentaires orthogonaux. Comme
po est le projecteur orthogonal sur Ey,(f) = Ker(f), c’est le projecteur sur Ker(f)
Et donc puisqu’on a une inclusion entre deux espaces de méme dimension, il s’agit d’'une parallelement a Im(f). Et p le projecteur orthogonal sur I'm(f) est le projecteur sur
égalité : Ker f = (Im f)*. Im(f) parallelement & Ker(f). On a donc

Et donc Ker f est le supplémentaire orthogonal de Im f.
ptpo=Idep=Id—po<p=po+pi+ - +pe—Po=pP1+p2+-- +Dpk

On suppose que f admet exactement k+1 valeurs propres deux a deux distinctes Ag, A\, ..., A\

. o 1 1 1
avec k> 1, g =0¢et 0 < [A| < - < M- On note f* I'endomorphisme de E défini par f# = A—]pl + )\—sz +- 4 /\—kpk.

Pour tout entier naturel j inférieur ou égal a k, on note p; le projecteur orthogonal sur

Ep(Aj).

On dit que f* est 'inverse généralisé de f.
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(a) On a

~
o
et
|
A/~
M=
P
=
~__—
o
M=
>
=

S
Il
o
<.
I
-

k
=D Tpiow
i=0 j=1 "7
k
Ai L,
= Z;piopi car si i # j alors pjop; =0
i=1 7"

p; car p; est un projecteur

@
Il
—
<

Il
.Mk‘
> >

Il
=

(b) Soient z,y € E. Alors

@) =ply) & 1@) ~  (FW) =05 f (v Fy) =08 & o~ f(y) € Ker f.

7. Soit y un vecteur de E.

(a) Lorsque z parcourt E, f(z) parcourt Im f. Et donc pour y fixé,
inf —yll= inf [ju-—yl.
Infllf(z) =yl = inf lu—yll

Mais un théoréme du cours nous garantit que cette borne inférieure est en réalité un
minimum, atteint uniquement pour u = p(y).
Et donc

I£(@) =yl = inf (=) —vll & f(z) = py) & 2~ Fiy) € Ker f

(b) Pour commencer, notons que

| (@) ~ ] = Ipw) ~ vl = min_u—y) = int |17(z) ~].

Il reste donc & montrer que si x est un autre vecteur vérifiant :

Ilf(x) =yl = infoce | f(2) =yl alors ||lz[| > || f(»)]]-

Soit x un tel vecteur. D’aprés la question précédente, on a x — fﬁ(y) € Ker f.
Et donc z — f¥(y) € Ker f. Or, fi(y) € Im f = (Ker f)*.

11 vient alors, par le théoréme de Pythagore,

el =z = fo)+ fw) 1= |Fo| + |- Fw) -
eKer f €(Ker f)+

Et done [|z] > || f£(y)|

, avec égalité si et seulement si

o= rw)|| =02 = ).

Et donc f#(y) est I'unique vecteur de norme minimale parmi ceux vérifiant
[f(2) =yl = infzep | f(2) = yll.

ECG2 - Maths Appro - Année 2024-2025

10.

‘Partie II. Application 4 un exemple‘

(a) On montre facilement que rg(A) = 3 et rg(A — 2I) = 2. Par conséquent, 0 et 2 sont
des valeurs propres de A. Par le théoréme du rang matriciel, leurs sous-espaces propres
associés sont de dimension dim(Ker(A)) =1 et dim(Ker(A —21)) = 2.

La matrice A est symétrique, donc diagonalisable. On a donc 3¢ g,y dim(Ker(A —
AI)) =4. Comme on a déja dim(Ker(A)) + dim(Ker(A —2I)) = 3, il ne reste qu'une
autre valeur propre a, avec dimgeq(a—q.1) = 1. La matrice A étant diagonalisable, il

(b

=

existe une matrice inversible P telle que
A = P.Diag(0,2,2,a).P~1

Par propriété de la trace,

Tr(A) = Tr(P.Diag(0,2,2,a).P~Y) = Tr(P~'.P.Diag(0,2,2, o)) = Tr(Diag(0,2,2, o)) = 4+a

Comme par ailleurs Tr(A) =8, on a o = 4.

Bilan : A est diagonalisable, et admet exactement trois valeurs propres distinctes
M =0, A\ =2 A =4

(c

N

f est symétrique. Comme 0 € Sp(A) = Sp(f), f n’est pas bijective.
Justifier que f est un endomorphisme symétrique non nul et non inversible.
f admet alors les trois valeurs propres distinctes g, A1, Adg avec A\g < A1 < Ao définies
ci-dessus.
On note p; le projecteur orthogonal sur Ef(A;) et M la matrice associée a p; relativement
a la base B.

On note ps le projecteur orthogonal sur F f(/\z) et My la matrice associée a py relativement
a la base B.

. Daprés le I, f = A1.p1 + A2.p2. D’ot, en passant aux matrices, avec A\; = 2 et Ao = 4,

Montrer a l’aide de la partie I. que A = 2M; + 4Ms.

(a) Nous avons déja vu que dim(Ker(A —4I) = 1, donc dim(E¢(A2)) = 1. On remarque

que
1 4 1

0 0 0

Ad == =% =

0 0 0

Donc wg = (1,0, —1,0) est un vecteur propre associé a la valeur propre 4. En normant
ce vecteur, on obtient vy = %.(1,0, —1,0) qui est un vecteur normé appartenant a
Ef(X2). Comme dim(Ef(A2)) = 1, la famille (v2) soit une base orthonormée de Ef(X2).

E5

D’aprés le cours, comme (v2) est une BON de Ef()\2), et que py est la projection
orthogonale sur ce s.e.v., Vo € E, pa(z) = (x,v9) .v9.

(c) On apy(er) = (e1,v2) v2 = (3,0, —%,0),p2 (e3) = {e3,v2) v2 = (—3,0,3,0)
et pa (e2) = p2 (e4) = Op.
Et donc
p2(e1) pale2) p2(es) p2led) \ g
1 1
3 0 -3 0
€2
My = 0 0 0 0 .
1 1 €3
—3 0 3 0
0 0 0 0 €4
. Marconnet - Lycée Saint Just 4 ECG2 - Maths Appro - Année 2024-2025

A est symétrique et la base canonique de R* est une BON de cet espace, donc ’endomorphisme



11. On a My = % (A — 4M>) et par conséquent,

3 0 1 0
1 1 3 0 2 0 -2

Mat (fﬁ):§M1+ZMZ Ly M=o 0 3
0 20 2

‘Probléme 2 : calcul intégral et étude d’une variable aléatoire‘

‘Partie I. Etude d’une fonction définie par la somme d’une série‘

R 1 n+1
On s’intéresse dans cette partie, pour tout € R, a la série Z %
n
neN*

_qyn+1
1. Si z =0, alors ( 1,3 = (=1)"*! ne converge pas vers 0 .

Et si x < 0, alors (71):“ =n"% — +o00. Donc de méme, on n’a pas (71);.”1 — 0.
n—+00 n n—+00
Et alors, la strie Y - (_2" est grossierement divergente.
n (71)k+1
2. Soit z € R%. On note, pour tout n € N*, u, = Z T
k=1
(a) On a, pour p € N*
2p+2 2p
Ug(p+1) — U2p = U2p42 — U2p = (_1)k+1 - (_1)k+1 = ! - !
2(p p — “2p P — z z = z ; T
=k =k @2p+1)* (2p+2)

Mais la fonction ¢ +— & est décroissante sur R, de sorte que et donc

1S 1
@p+1)® = 2p+2)*
Ugpta — Ugp = 0. AlIlbl la suite (ugp)peN* est croissante.

De méme, on a U(pt1)—1 — U2p—1 = Ugp41 — Up—1 = (2[7%1)‘” — ﬁ < 0 et donc la suite

(uz2p—1) ey €st décroissante.

Enfin,
2p k+1 21 k+1
(-1 (=1 !
Ugp — U2p—1 = Z o o 7(217)” pjoo 0.
k=1 k=1

Ainsi, les suites (ugp),cn- et (Uzp-1),en- sont adjacentes, et par conséquent convergent
vers une méme limite notée S(x).
(b) D’apreés le cours, puisque limy, 1o tgp = limpy s 400 Ugpt1 = (x),
)n+1
on a aussi limy,—, 1o 4y, = S(z). Ceci signifie que la série Z ~———— converge et que
neN*
1 n+l1

lon a bien : S(z Z (
(c

N

La suite (ugp), N+ étant croissante et convergente, chacun de ses termes est inférieur
a la limite de la suite : Vp € N*, ug, < S(z).
De méme, par décroissance de (uZ;Dfl)peN*v
ulier, pour k£ = p + 1, il vient S(z) < ugp1.

on a: Vk € N* ugr_1 > S(z). En partic-
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Enfin, toujours par décroissance de (ugp—1)
Ainsi,

pens > VP € N ugp i1 S ugpi.

Vp € N* ugy < S(2) < ugpy1 < ugp—1
(d) e Sin est pair, n = 2p, alors
71)n+2 1
0< S(T) —U2p K U2pt1 — U2 K Untl — Up S m S m
Et donc |S(z) — uy| < (1L+1)‘ .
e Sin est impair, n = 2p — 1, alors
ugp — Ugp—1 < S(x) —ugy—1 <O

(,1)2p+1 _ 1
@p)* T (nD)*
Et alors [S(x) — uy| = |S(x) — ugp—1]

avec gy — Ugp—1 =

1
< (n+1)="

(e) Etant donné € > 0, dés que W < ¢, on est strs d’avoir |S(x) — un| < €, et par
conséquent u, est une valeur approchée de S(z) & e prés. D’ou le programme ci-
dessous.
def S(x,eps)

k=0
u=0
while 1/(k+1)**x>eps :
k=k+1
u=u+(-1)*x(k+1) *1/k**x
return u

3. Soient z € R™ et p € N*. Montrer :

2p k+1 P » 2p k+1 2P P
(1) 1 1 . -kt K1 1 1
L Z (Zk “1yF 2w Z e PR ; B ; T ; N

En séparant les termes pairs des termes impairs, il vient

21’( 1)k+1 P (_1)2n+1 P (_1)2n—1+1

Z _kz :Z (2n)*

k=1 n=1 =1 (2n = 1)
P
N (1)
- Z 2T + Z (Qn _ 1)1
n=1 n:
P 1 & P
:Z(2n71 7272»,7:2 Qk,l)T**Zkr
n=1 n=1 1
De méme, on a
2p P P P 2p P
> +3 D R L) O
Pt n=1 (2n)® (2n Pt (2k —1)* Pt kr 2% P k*
Et donc, en remplacant dans I'égalité précédemment obtenue, il vient
A =N T SRR E A L RN |
P D DY v Rt TD DA v il r B Dk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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2n (—1)k+1
4. On pose, pour tout n € N*, v, = ; -

(a) Dans la question 3 , si 'on prend z = 1, il vient

2n 2n
Un = Z = Z ko Z k
k=1 k=1 k=n+1

n 1
i=1 nti-
En factorisant le dénominateur par n, on obtient donc v, = %szl ﬁ

Soit encore, v, =

(b) Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) = H% Alors f est continue, et on a

. 1 k
VneN ,/Un:;;f <E>

On reconnait alors des sommes de Riemann de f entre 0 et 1, de sorte que (v,,) converge

et que
hm Up, 7/ f(®)dt = [In(1 + 1))} = In(2)
, ; — yotoo (ZDEH -
D’autre part, limy, 100 vn = Y_jo) ——%— = S(1) et donc S(1) = In(2).

5. En faisant tendre p vers +oo dans l'inégalité de la question 3 , on obtient

+oo kil too +00 +00 2
_ ( 1 1 1 1 _ 1 1 o
5(2)_2 Z k2 52 k2 9 212
k=1 k=1 k=1 k=1

PARTIE II : Etude d’une fonction définie par une intégrale

+oo
On rappelle que la fonction I' est définie sur |0; +oo[ par:  Va €]0; +o00[, I'(z) = / t*Letde.
0

6. Pour tout n € N*, F(n) =(n—1)!

7. La fonction t + Jr —— est continue sur ]0; +ool, et donc il faut étudier la nature de l'intégrale
en 0 et en +o0.

Au voisinage de +oo, on a >y~ "2t — 0.
+P t—+oo t—+o00

o (t%) et donc, par comparaison & une intégrale de Riemann convergente,

Ainsi, m = %%

l+°° T dt converge, qucllc que bOlt la valeur de z.
1

Au voisinage de 0 , on a H»e‘ ~ l+f =5 =3

. . . . s 1 4=
Par critére de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, les intégrales fo ﬁdt

et fol ﬁdt sont de méme nature.
Or cette derniére intégrale est une intégrale de Riemann, qui converge si et seulement si
—r<l&ex>-1

Donc l'intégrale f0+ dt converge si et seulement si z > —1.

1+P’

i

+o00
O , tout réel « de | — 1; (x) = ——dt
n pose, pour tout réel z de ] ;+ool, I(x) /0 T+ et
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x

8. Soit €] — 1;400[. On définit la fonction g, :]0;4+o0[, t > T e
e

(a) En utilisant la formule de sommation des premiers termes d’une suite géométrique, il

vient
n n—1
Z 1)k+1tT —kt _ 4z Z(il)iefO#l)t
k=1 i=0
n—1
—retS e
P e o S B OV
14et B 1+et
— gw(t) (1 _ (_1)7ze—nt) .
Et donc

n

0a(0) = (~1)" o)™ + (1) e

k=1

=

Procédons au changement de variable u = kt, qui est légitime car il s’agit d’un change-
ment de variable affine. Alors, 0+°° trektdt et f0+°° (4)" e~ sont de méme nature,
et en cas de convergence sont égales.

Or, la seconde intégrale est convergente et

oo sune _ du 1 oo 1
/0 (%) e “? = kz“/g ue "dt = kz+1F(m+1)

On en déduit que fOJrOC t*e~ktdt converge et vaut k,%F(x +1).
Pour tout ¢ >0, on a 0 < g,(t)e ™ < t¥e™™.

Puisque f0+°° t*e~"dt converge par la question précédente, f0+°° gz(t)e~™dt converge.
Par croissance de l'intégrale, il vient alors

+o00 +o00
0< / gz (t)e ™ dt < / tYe Mdt =
0 0

Mais z > —1, de sorte que x + 1 > 0 et donc #F(:p +1) — 0. Par le théoréme
n—+o00

—
o
N

I(z+1)

des gendarmes, on a donc

+00
lim gu(t)e "dt = 0

n—+oo Jo

ez

En intégrant la relation obtenue en 7.a, on a

~+o00 +o0 n —+o0
/ ge(t)e Mdt = / gz (t)e ™ "dt + Z(—l)k+1 / tTe Rt
0 0 0

400 1k‘+1
/0 ge(t)e™™dt + T'(z + 1) Z(kzi)ﬂ

Lorsque n — 400, il vient alors

+00 +°0 1)k+1
1(1):/0 g (t)dt =0+ T(z +1) ; Wl =T(z+1)S(z+1)
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9. Onal(l)=512)I(2)=52) = % (b) La fonction ¢ + t?P*1f(¢) est impaire, et d’intégrale convergente d’aprés la question
précédente, donc

PARTIE III : Etude d’une variable aléatoire oo
mapa(X) = [ 2 =0

St —00
On considére la fonction f définie sur R par :  Vt € R, f(t) = Lifz X 9 X .
(I+€t) (c) La fonction ¢ — ¢°P f(¢) est paire et d’intégrale convergente, de sorte que
10. Soit t € R.. Alors +oo +oo oo 42pt
o ot o2 ot ot o map(X) = /700 tPf(t)dt = 2/0 tPf(t)dt = 2/0 mdt
—t) = = —F = = f(t 2
02 T 2 ot Ny 02
(I+e™) e*(1+e™) (1+e) Soit A > 0. Alors, en posant u(t) = t?P et v(t) = 71+%, qui sont deux fonctions de
Donc f est une fonction paire. classe €' sur le segment [0, A], on a
A g2pet 2p 14 A y2p—1
11. La fonction f est continue sur R car quotient de deux fonctions continues dont le dénomi- / zdt =|— - +2p / —dt
, o (1+¢€) 1+e ], o 1+e
nateur ne s’annule pas.
. .. . . . A2p A y2p-1
Et elle clairement positive car son numérateur et son dénominateur le sont. a4 D / L7
Pour A >0, on a 1+ef 1+e
— 2pI(2p—1).
/A et dt,{ 1 :|A71 1 . 1 A—+o0 p(p )
o (1+ et)Q n 1+et], T2 14et At 2 On en déduit donc que mop(X) =2 x 2pI(2p — 1) = 4pI(2p — 1).

Donc foﬂo f(t)dt converge et vaut % On en déduit, par parité de f que fj;o f(t)dt converge

¢ 14. Puisque X admet un moment d’ordre 2, elle admet une variance et donc une espérance.
e

oo oo Alors E(X) = m1(X) = 0 d’aprés 12.b.
/7oo f(tydt = 2/0 fltydt =1 Par la formule de Huygens, on a donc

Ainsi, f est une densité de probabilités. V(X)=E (XQ) — E(X)? = ma(X) = 4I(1) = %

On considére une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f. . _ 1 . ] B
15. (a) Soit U — U(]0,1[) et V = —In(g — 1). On voit de proche en proche que V() = R.

12. Soit z € R. Alors Soit x € R. Alors

Fo() = P(=In(5—1) <) = Pn( —1) > ~2)

1
= P(E —1>e7") par stricte croissance de la fonction exp sur R

T -0 T
Fy(r) = P(X <) = / F(t)dt = / (bt + /0 F(t)de

1 1 v 1 e’ 1
=§+ _ﬁ =1_1 z=1 z=1 —z" 1
+e]y +e +e +e — P(521+L’7x)
13. (a) La fonction t — t" f(t) est continue sur | 0,+occ [, donc le seul éventuel probléeme de = P(U < ———) par stricte décroissance de la fonction inverse sur ]0; +oo[
convergence est au voisinage de +oo. “l4e® ’
. n ~ n ef" — fn,—t 1

Or, on a t" f(t) t—H—oot e =1tre _ FU(1+P,Z)
Puisque 'intégrale JOQ t"e~tdt converge (fonction Gamma), par critére de comparai- 1 } 1
son pour les fonctions positives, on en déduit que f0+°° t" f(t)dt converge. T ltecw car Ttev €10,1]

P B . . r+oo -
Par le théoréme de transfert, X admet un moment d’ordre n si et seulement si [~ ¢" f(t)dt = Fx(z)
converge.
Mais la fonction ¢ — " f(t) est soit paire, soit impaire, suivant la parité de n. Bilan : ‘ V suit la méme loi que X ‘

Dans les deux cas, fj:oo t" f(t)dt converge si et seulement f;oo t" f(t)dt converge, ce
qui est bien le cas.
Et donc X admet un moment d’ordre n.

(b) def XO):
U=rd.random()
V=-np.log(1/U-1)
return V

Nous avons une fois de plus utilisé la fameuse méthode d’inversion.
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16. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, )pen+ mutuellement indépendantes
et de méme densité f.
On pose, pour tout n de N*: Y, = max(Xy,...,X,) et Z, =Y, —In(n).

(a) Y,(Q) =R. Soit z € R. Alors

Et donc

1
(1 + e—o—ln(m)™ - (H%)”

—_

Fz,(x)=PY,—In(n)<z)=P(Y,<z+1In(n)) =

(b) Soit z € R fixé. Alors

Fy, (x) = exp (7” In (1 + i))
n

Lorsque n — +00, = — 0 et donc

—z —z —z —z
In (1 + 6—) ~ = —nln (l + L) ~ S e e
n n

n—++oo N n—+00 n n—+00

Par continuité de 'exponentielle, on en déduit que

. e
nEToo FZ"(I) =¢

e~ T

Notons F' la fonction définie sur R par F(z) = e~
F est évidemment de classe €, et elle est croissante sur R car composée de la fonction
t — e~t, qui est décroissante, par elle-méme.

De plus, on a lim, o F(2) = limy_ 100 et =0 et limg 100 F(2) = limy_pe~* = 1.
Ainsi, F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire. Puisque F est ! sur R,
cette variable aléatoire est & densité, et une densité en est donnée par g(z) = F'(z) =
e e ¢ . Soit donc Z une variable aléatoire de densité g. Pour tout z € R, c’est-a-
dire en tout point de continuité de Fz = F, on a lim,, 400 Fz, () = F(z) = Fz(z),
ce qui, par définition de la convergence en loi, signifie que Z, 2, 7. d'une variable &
densité, il faut, comme d’habitude montrer que F est continue sur R et ¢! sauf en un
nombre fini ( de points.

Cette variable Z suit la loi de Gumbel, que nous avons déja croisé en TD.
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