Chapitre 15 - Fonctions de n variables II

Nous utilisons les mémes conventions que dans le chapitre précédent.

Remarque
Soit a un point critique de f. Comme V f(a) = 0, le DL1 de f en a est

fla+h) = f(a)+ Al €(h)
ot €(0,---,0) =0 et € continue en 0.

Ce DL1 ne donne pas le signe de f(a + h) — f(a), donc ne permet pas d’étudier si f admet un ex-
tremum local en a.
Des techniques plus fines s’imposent.

I.  Dérivées partielles d’ordre 2

1.1 ) Définitions

Définition I.1
Soit 7 > 2, Q un ouvert de R%, f: Q - Ret a € Q.

1. Soit (4,7) € [[1,n]]%. Si f admet en tout point de 2 une dérivée partielle par rapport a la variable
x; et si I'application 9;(f) : € — R admet une dérivée partielle en a par rapport a la variable
;, cette dérivée partielle est notée 97 ;(f)(a) :

92;(f)(a) = 0:9;(f)(a)
On dit que f admet en a une dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a x; puis a x;.
Si en tout point a € Q, 97;(f)(a) existe, la fonction 97;(f) : @ — R est la fonction
dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a x; puis ;.
2. Si pour tout (4,7) € [[1,n]]%, f admet une dérivée partielle d’ordre 2 en a par rapport a x; puis
a x;, on appelle matrice hessienne de f en a la matrice notée
V2f(a) = H = (hi;) € Mu(R) ou
R1(f)la) - 0%,(f)(a)
V(i) € [Lnll®, hig=07;(f)(a) et V3f(a)= : : :
1)) - O ()a)

Remarque
Anciennes notations utilisées dans les annales, et courantes en économie :

2 92
- aiaij (a) et pour i=j, &,(f)(a) = 2L (a)

92;(f)(a)

Exemple

Soit f ott f:R? - R, avec f(z,y) = 2® + z.eY.

Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f en tout (z,y) € R2.
En déduire la matrice hessienne de f en (z,y), puis en a = (1,0).
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Définition 1.2

Soit n > 2, Q un ouvert de R?, f: Q — R.

Si pour tout (i,5) € [[1,n]]?, f admet sur Q des dérivées partielles d’ordre 2, et si ces fonctions
(?fj(f) : ) — R continues sur 2, alors on dit que f est de classe C? sur 'ouvert (2.

1.2') Théorémes généraux

Théoréme 1.1
Soit 7 > 2, Q un ouvert de R2, f: Q - Ret g: Q — R.

1. Si f et g sont de classe C? sur Q alors f + g, f.g et \.f sont de classe C? sur Q.

2. Si f et g sont de classe C2 sur € et si g ne s’annule pas sur €, alors g est de classe C2 sur Q.

Théoréme 1.2
Soit n > 2, O un ouvert de R?, f:  — R a valeurs dans I intervalle de R (f(2) C I), soit G: I — R.
Si f est de classe C2 sur € et si G est de classe C2 sur I, alors G o f est de classe C? sur Q.

Théoréme 1.3
Si f : R™ — R est une fonction polynémiale alors f est de classe C? sur R™.

1.3 ) Théoréme de Schwarz (admis)

Théoréme 1.4
Soit 7 > 2, Q un ouvert de R?, f:Q — R.
Soit (i, j) € [[1,n]])? avec i # j. Si f est de classe C? sur €, alors

[Va € 2. 32,(f)(a) = 2,()(0)]

et donc

‘ la matrice hessienne V2(f)(a) est symétrique ‘

Définition 1.3
On note ¢, : R” — R la forme quadratique associée & la hessienne V2(f)(a).

ha
Donc pour tout h = (hy,-+- , hy), en notant H = [ --- |,
I
@) =""HV*(f)a)H= > 02,(f)(a).hih;
(6,5)€ [[1,n]]2
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Remarque
Le théoréme de Schwarz permet d’éviter de calculer certaines dérivées partielles et peut permettre de
vérifier les calculs.

La forme quadratique ¢, s'écrit aussi

@) =D 02,(f)a)hi+2. > 02,(f)(a).hih;
i=1

1<i<j<n

Proposition 1.1

1l existe une base orthonormale B de R" telle que si h a pour coordonnées hy, ..., hy, dans B, on a :
n
ga(h) = Nih}
i=1
ol Ay, ..., A, sont les valeurs propres de A (comptées avec multiplicité).

(cf preuve de cours sur les formes quadratiques)

1.4 ) Développement limité d’ordre 2

Théoréme 1.5
Développement limité d’ordre 2 (admis)

Soit n > 2, Q un ouvert de R, f: Q — R de classe C2 sur Q et a = (a1, ,a,) € Q.
Notons g, : R" — R la forme quadratique associée & la hessienne V2(f)(a).
11 existe une fonction € : R™ — R continue en (0, ---,0) ot €(0,---,0) = 0 telle que pour tout h € R

tel que a+h € Q,

fla+h) = f(a) + (V(f)(),h) + 5qa(h) + |1]* e(h)

soit aussi en notant h = (hy --- , hy,),

n

flar+hisantha) = flar,an)+ Y Ol(f)ar, - an)hi
k=1

Y D@ hhy (SR elhn, o h)

(i.5)€ [[1,n]]? k=1

Remarque
o Faire le paralléle avec le DL d’ordre 2 d'une fonction f: R — R. Si f € C?(R,R), par la formule de
Taylor-Young :
fla+h) = f(@) + hf'(z) + & f"(x) + o(h?).

e Le DL2 précise le DL1 en a. Si a est un point critique de f alors V(f)(a) = 0 et donc

Flath) ~ $a) = aa(h) + Al e(h)

ce qui permet dans certains cas de voir si f posséde un extremum local en ce point.
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Exercice 1
Soit f ot f:R3 — R ou f(=z,y,2) = %z —y+z+ry.z.
1. Justifier que f est de classe C? sur R®.
2. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f et les points critiques.
3. (a) Déterminer la hessienne V2(f)(a), la forme quadratique g, associée en @ = (1,1,1) et écrire le
DL2 en a.

(b) Déterminer la hessienne V2(f)(b), la forme quadratique g, associée en b = (1, —1,1) et écrire le
DL2 en a. Prouver que g, ne garde pas un signe constant sur R3.

1.5 ) Dérivée seconde de g(t) = f(x + th)

Proposition 1.2
Soit f une fonction de classe C? sur un ouvert . Soit # € Q, h € R”. On considére la fonction g
définie pour tout ¢ € R tel que x + th € Q par g(t) = f(x +th). Alors g est de classe C? sur son
domaine de définition et

9" (t) = qasen(h)
ol q;1¢p, est la forme quadratique associée & la matrice hessienne V2 f(x + th).
On a en particulier g”(0) = g, (h).

II. Extrema sur un ouvert : conditions du second ordre

Théoréme II1.1
Condition suffisante du second ordre pour un extremum local

Soit n > 2, Q un ouvert de R2, f: Q — R de classe C2 sur Q et a = (a1, ,a,) € Q.
Notons g, : R" — R la forme quadratique associée a la hessienne V2(f)(a).

e lercas: sia € est un point critique de f et Vh € R\ {0,---,0}, go(h) > 0 (g, est définie
positive), alors f admet en a un minimum local.

e 2¢me cas : sia € est un point critique de f et Yh € R™"\ {0,---,0}, go(h) < 0 (gq est définie
négative), alors f admet en a un maximum local.

e 3éme cas : sia € Q est un point critique de f et b € R™\ {0,---,0}; qo(h) <0 et
Ik e R"\ {0,---,0}; go(k) > 0 alors f n’admet pas d’extremum local en a.
On dit que a est un point col.

e 4éme cas : cas "pathologiques"
— si a € Q est un point critique de f, Vh € R™\ {0,---,0}, ga(h) >0
ot 3k RN\ {0, 0}, ga(k) = 0,
— sia € Q est un point critique de f, Vh € R\ {0,--- ,0}, go(h) <0
ot Tk RN\ {0, 0}, ga(k) = 0,

alors dans I'un ou l'autre de ces deux cas, on ne peut pas conclure : I'étude de f en a nécessite
d’autres moyens (par exemple le signe de f(a + h) — f(a) ou le théoréme ci-dessous).

Remarque

En pratique, pour étudier le signe de g, : étude "a la main" via une écriture en combinaison linéaire
de carrés, ou utiliser la hessienne et son spectre lorsque cela est accessible (cf chapitre sur les formes
quadratiques).

N. Marconnet - Lycée Saint Just 4 Année 2024-2025



Théoréme II.2
Condition suffisante sur le spectre de la hessienne pour un extremum local

Soit 7 > 2, Q un ouvert de R2, f: Q — R de classe C2 sur Q et a = (a1, ,a,) € Q.
Notons g, : R" — R la forme quadratique associée a la hessienne V2(f)(a).

e lercas : si a € Q est un point critique de f et Spec(V2f(a)) CJ0;+o0], alors
f admet en a un minimum local.

e 2mecas : si a € () est un point critique de f et Spec(VZf(a)) C] — 00,0[, alors
f admet en ¢ un maximum local.

o 3éme cas : si a € Q est un point critique de f et V2f(a) admet deux valeurs propres non nulles
et de signes opposés, alors f n’admet pas d’extremum local en a et a est un point col.

e 4éme cas : cas "pathologiques"
— si a € Q est un point critique de f, Spec(V?f(a)) C [0, +oc[ et 0 € Spec(V?f(a))
— si a € Q est un point critique de f, Spec(V2f(a)) C] — 00,0] et 0 € Spec(V2f(a))

alors dans I'un ou l'autre de ces deux cas, on ne peut pas conclure : ’étude de f en a nécessite
d’autres moyens.

Définition II.1
Soit  un ouvert de R™. On dit que  est convexe lorsque ¥(a,b) € Q2, on a [a,b] C Q, oit

[a,b] = {ta+ (1 —t).b; t € [0,1]}

autrement dit si V(a,b) € ©, le segment [a, b] est inclus dans Q.

Théoréme I1.3

Condition suffisante sur le spectre de la hessienne pour un extremum global
(admis)

Soit n > 2, Q un ouvert convexe de R?, f:Q — R de classe C? sur Q et a = (a1, -+ ,a,) € Q.

o ler cas : sia € Q est un point critique de f et si pour tout x € , Spec(V3(f)(z)) C Ry, alors
f admet en @ un minimum global.

e 2éme cas : sia € Q est un point critique de f et si pour tout € Q, Spec(V(f)(x)) C R_, alors
f admet en a un maximum global.
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I1.1 ) Exercices : extrema sur un ouvert

Méthode pour I’étude des extrema sur un ouvert :

1. Bien maitriser 'ensemble d’étude et le nombre de variables. Vérifier que 'on travaille bien sur un
ouvert.

2. Vérifier que f est de classe C2 (ou C! si cela suffit).
3. On calcule les dérivées partielles d’ordre 1 et on recherche les points critiques.

4. On calcule les dérivées d’ordre 2, la hessienne, on étudie le signe de la forme quadratique associée
(directement ou via la hessienne).
On utilise les conditions du second ordre, ou alors une aide del’énoncé.

5. Savoir écrire le DL1 ou DL2.

6. Dans le cas particulier des fonctions R? — R il y avait dans 'ancien programme les "régles de
Monge": elles sont maintenant hors-programme, il est interdit de les utiliser (sauf si on vous les fait
démontrer avant !).

Exercice 2
Soit f: Q2 =R} xR =R, ou f(z,y) = z.(In(z))? + y?).
Etudier les extremas de f sur

Exercice 3
Soit f: Q=] — 1;+00[>= R, ol f(z,y;2) = 22 + 4 + 2% — 2z.y.2..
Etudier les extremas de f sur Q

Exercice 4
1. Soit g : R = R, ott g(z,y) = 22 + y*. Etudier les extrema de g sur R2.

2. Soit h: R? — Ron ot h(x,y) = 2% — y*. Etudier les extrema de h sur R2.

Exercice 5
Soit f:R3 = R o f(z,y,2) = 22.e7TV.
Etudier les extrema de f sur R3.

Exercice 6
Soit n>2et f:R" — R ou

n n

flar, - mp) = Z(n — Ik)Q + (Z zk)z

k=1 k=1
1. (a) Justifier que f est de classe C? sur R™.
(b) Prouver que f admet un seul point critique a & déterminer.
2. Déterminer la hessienne V2(f)(a), la forme quadratique g, associée en a € R™. Que remarque-t-on ?
3. Etudier les extrema de f.

Exercice 7
Soit n >3 et f:R"™ — R, ou

n n n

J@i ) => e+ O m)® =D m

k=1 k=1 k=1

1. (a) Justifier que f est de classe C? sur R™ et déterminer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

(b) Prouver que f admet un seul point critique a déterminer.
2. Déterminer la hessienne T, = V2(f)(b) et la forme quadratique associée g, en tout point b.
3. Soit J, la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1.
(a) Quel est le rang de J,, ? En déduire que 0 est valeur propre de .J,, et donner la dimension du

Sous-espace propre associé.
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(b) Veérifier que le vecteur U, € M, 1(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1 est un vecteur
propre de J,,.

(c) En déduire le spectre de J,,.

4. (a) Déterminer le spectre de V2(f)(a).

(b) Justifier que f admet un seul extremum local, atteint au seul point a, é¢gal a — T Préciser
sa nature.

(¢) Que peut-on dire de cet extremum ?

ITII. Compléments de topologie : ouverts, fermés, bornés de R"

Définition III.1

Boule ouverte, boule fermée

Soit a = (a1, ,a,) € R™ et r > 0.

B(a,r) = {z € R"; d(a,z) <1} = {2z € R"; ||z —al| < r} est la boule ouverte de centre a et de
rayon r.

Bg(a,r) = {x € R"; d(a,z) <1} = {z € R"; ||z —a| < r} est la boule fermée de centre a et de
rayon r.

Définition ITI.2

Ensemble borné

Soit 2 un sous-ensemble de R™. On dit que 2 est borné si 3 r > 0; Q C Bf(0,7), cest-a-dire si
Ir>0; Vee,|z| <r.

Exemple
e Toute boule de R™ est bornée.

e Un segment est borné.
e Soit Q C Q' CR™. Si ' est borné, alors 2 est borné.

e Toute réunion finie d’ensembles bornés est bornée.

Définition III.3

Ouvert de R” (rappel)

Soit Q C R™. § est un ouvert de R" si Vo € Q, Ir > 0; B(z,r) C Q.
Par convention, () est un ouvert.

Exemple
Ouverts de référence (rappel) :

e R™ est un ouvert de R™.
e Toute boule ouverte est un ouvert de R™.
e Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

e Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
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e Soit f: R™ — R une fonction continue sur R" et a € R.
{(z1, -+ ,2p) €R™; f(z1,-,2,) > a} est un ouvert de R™;
{(®1,-- ,2n) €R™; f(x1,---,2,) < a} est un ouvert de R™.

Définition III.4 B
Soit 2 un sous-ensemble de R™. On dit que Q est un fermé de R™ ssi son complémentaire ) est un
ouvert.

Exemple
Fermés de référence :

e R™ et () sont des fermés de R™ (et aussi des ouverts de R™).
e Toute boule fermée est un fermé de R™.

e Toute réunion finie de fermés est un fermé.

e Toute intersection de fermés est un fermé.

e Soit f: R™ — R une fonction continue sur R" et a € R.
{(z1, ,zp) €ER™; f(z1, ,2n) > a} est un fermé de R™;
{(®1,-- ,2n) €R™; f(x1,-- ,2,) < a} est un fermé de R";
{(z1, -+ ,zn) €R™; f(z1, -+ ,2n) = a} est un fermé de R™.

Proposition III.1
hyperplans et demi-espaces de R"
Soit (a1, -+ ,an,c) € R™ et f une fonction affine, telle que

V(xy, - w,) €ERY, fzr,--  n) = a1y + -+ anZy

L’hyperplan affine
{(z1--+,2n) €R™; a1y + -+ + apz, = ¢}

est un fermé de R™. Les deux demi-espaces ouverts
{(x1---,20) €ER™; @y + -+ + apxy < ¢}
{(@1- 20) ER™ arw1 + -+ + any > c}
sont deux ouverts de R™.Les deux demi-espaces fermés
{(z1-++,zn) €R™; a1z + -+ apz, < c}
{(x1-+,2n) ER™; arz1 + -+ + apxy > ¢}

sont des fermés
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IV. Extremum sur un fermé borné

Théoréme IV.1
Soit @ C R™ et f :  — R un fonction définie sur Q.
Si:

1. f est continue sur €,

2. 2 est un fermé borné de R”,

alors f admet un maximum global et un minimum global sur Q.
Autrement dit :

3(a,b) € Q% Vo eQ, fla) < fx) < f(D)

Une fonction continue sur un fermé borné est bornée et atteint ses bornes

Remarque
Ceci généralise le résultat du cours sur les fonctions de R dans R.
Il s’agit uniquement d’un théoréme d’existence, qui ne dit pas comment calculer effectivement ces extrema.

Meéthode : pour déterminer les extrema, 'idée est d’utiliser les outils précédents sur I'"intérieur de Q"
qui est un ouvert, puis d’é¢tudier f sur la "frontiere" de © (le bord de Q), puis de rassembler les deux en
utilisant le théoréme précédent. L’énoncé devrait guider...

Exercice 8
On considére f: R? = R, (z,y) — 2 — 32.(1 + y?).

1. Soit D = {(z,y) € R%; 22 +y? <1} et C = {(z,y) € R} 22 +y? =1}.

(a) Justifier que f admet un maximum M et un minimum m sur D et que ces extremums sont
atteints sur C.

(b) En ramenant I’étude sur C a I'étude d’une fonction d'une variable, déterminer M et m.
2. Etudier les extremums de f sur R2.

Exercice 9
Soit D= {(z,y) € R} 2> 0,y >0et z+y < 1}.
On considére I'application f : R? — R, ou

f(z,y) = 32% +2y% — 4z — 3y + day + 2

1. Représenter graphiquement l’ensemble D.
2. Justifier que f admet un maximum M et un minimum m sur D.
3. Soit D° = {(z,y) €R?* 2 >0,y >0 et z +y < 1}. Etudier les extremums de f sur D°.
4. (a) Soit Fy = {(z,y) € D; y = 0}. Etudier les extremums de f sur F}.

(b) Soit F» = {(z,y) € D; « =0}. Etudier les extremums de f sur Fs.

(c) Soit F3 = {(z,y) € D; +y = 1}. Etudier les extremums de f sur Fj.
5. En déduire I'é¢tude des extremums de f sur D.

Exercice 10

Extrait maths2 2016 sans aucune aide.

On considére I'application f : [0,1]? — R ott f(u,v) = u+v — 2.u.v.
Etudier les extremums de f sur [0, 1]2.
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V. Extrema sous contraintes linéaires

V.1) Méthode élémentaire par diminution du nombre de variables

Exemple

Soit f: R3 = R, ott f(z,y,2) = z% + y? + 222

Etudier les extremums de f sur R® sous la contrainte 2z — y + 2z = 3.
Cela revient a étudier les extremums de f sur

C={(z,y,2) €ER% 22 —y+2=3}

Il s’agit d’une contrainte linéaire et on peut remplacer 'une des variables en fonction des autres.

Etudier les extremums de f sur C revient a étudier les extremums de g : R? — R, ot par exemple
g(x,z) = f(on ).
Exercice 11

On considére f : R* = R, ot f(2,y, 2,t) = 22 + y% + 22 + 2.

Etudier les extremums de f sur R? sous les contraintes linéaires z +y =2 et ¢t + 2z = 0.

Exercice 12
On considére f: R" —» R, ot f(z1,  +, @) = Y p_; T3
. 9 B n
Etudier les extremums de f sur R™ sous la contrainte Y}, x = n.

V.2 ) Recherche d’extrema sous contraintes d’égalités linéaires

Soit 2 un ouvert non vide de R™, f : @ — R une application, et un systéme linéaire de p équations a n
inconnues :
a1z + -+ a1, = b

Ap 1%+ F AppXn = bp
ou les a; ; et b; sont des réels fixés, et out pour tout i € [[1,p]], la forme linéaire
Gi(1,++ ,Tn) = @i @1 + o+ ATy

correspondant a la i-éme ligne du systéme est non nulle.
On note C I'ensemble des solutions du systéme linéaire

q@) = b

a(@) = b

d’inconnue x = (1, ..., z,). On note également H I’ensemble des solutions du systéme homogene associé :

gi(z) = 0

gp(z) = 0

Proposition V.1 ;1
Pour tout i € [[1, p]], pour tout z € R, V(g;)(z) = ne dépend pas de z.

(2R

On note Vyg; ce vecteur. Alors

‘ HE =Vect(Vagr, -, V) ‘

Preuve assez facile cette fois !!
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Théoréme V.1

Condition nécessaire d’obtention d’un maximum sous contrainte linéaire

Soit © un ouvert de R™, et f: Q — R. Soit a € 2 NC.

Si f est de classe C! sur et f admet un extremum local en a € Q N C sous la contrainte C, alors

‘Vf(a,) cHt =Vect(Vagr,---,Vgy,)

1l existe donc des réels A1, ... ,Ap, tels que Vf(a) = \Vgr + -+ A, Vg,.
Un point a € QN C tel que V(f)(a) € H* est appelé point critique de f sous la contrainte C.

Remarque
11 faut ensuite poursuivre par 'étude du signe de f(a + h) — f(a) ot h € H.
Si de plus f est de classe C? sur Q, comme V(f)(a) € H* a laide du DL2 en a :

VheM, fla+h)— fla) =0+ %qa(h) +[|B)|* .€(R) ou € continue en (0, --- ,0)

selon le signe de la forme quadratique : f admettra (éventuellement) un minimum local ou un maximum
local sous la contrainte 2 N C.
Bien souvent on se contente de diminuer le nombre de variables, ce qui est bien plus simple !!

r+y=2

t+2=0

Exercice 13
Etudier f:R* = R ot f(z,y,2,t) = 22 + y* + 22 + 2 sous la contrainte {

VI. Complément (HP)

Exercice 14
(dans I'ancien programme)
Soit A € M,,(R) une matrice symétrique et ¢ la forme quadratique associée, g : R™ — R.

1. Montrer que ¢ admet un maximum global £ et un minimum global « sur I’ensemble
S={zeR"/ |z|=1}.

2. Montrer que pour tout élément h € R™,

allnl® < q(h) < BlIR|?

3. Montrer que ¢ admet un maximum global (respectivement un minimum global) sous la contrainte
[[z]] = 1, en un point correspondant & un vecteur propre de la matrice A associé a la plus grande
valeur propre (respectivement la plus petite), ce vecteur étant de norme 1.

Autrement dit, « est la plus petite valeur propre de A et /3 est la plus grande valeur propre de A.
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