CB2 premier sujet - Lundi 4 mars 2024

Exercice 1 (Edhec 2018)‘

La lettre n désigne un entier naturel non nul.
Soit f, la fonction définie sur Ry par : Vo >0, fp(z) =1 — 2z — ™.

1. La fonction f, est polynomiale donc dérivable sur R.
Pour tout x > 0, f4(z) = =1 —n.x""! < 0, la fonction f est donc strictement décroissante
sur R;. Etant continue et strictement décroissante sur Ry, f,, est bijective de [0;+oo[ sur
] — limg 400 fn(I)'-, fn(o)] :} ) 1]<
Comme 0 €]—00, 1]

I'équation f,,(x) = 0 d’inconnue = admet une seule solution positive, notée uy,

2. (a) On ade plus fp(1) = —1 < 0. Ainsi f,(1) < fu(z) < fr(0). Par stricte décroissance

de f, sur Ry, on a donc |u, €]0,1]

Frr1(un) =1 —up —ut = — w1 = u(1 — u,) > 0 car uy, €]0,1].
On en déduit que frq1(un) > fot1(unt1) = 0. Par stricte décroissance de f,11, on a

alors uy, < Upyg.

(b

=

Bilan : ‘la suite (up) est (:roissante‘

(c

N

Etant croissante et majorée par 1, la suite (uy) est convergente. De plus, pour tout
n € N, u, €]0,1[. Par passage a la limite dans une inégalité large, sa limite appartient
a [0,1].

Bilan : ‘limnﬂﬂc up =1€[0,1] ‘

e

Supposons que | € [0,1[. Pour tout n € N, u, = 1 —u) = 1 — exp(n.In(uy)).
Par continuité de la fonction In sur |0;+oco[, lim,—te0ln(u,) = In(l) < 0, donc
limy, s+ 00 . In(uy,) = —o0, et finalement lim,,_, o u, = 1, ce qui est absurde puisque
I'on suppose I € [0,1[ !!

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, = 1 — uy.
(a) Pour tout n € N, u, €]0,1[ donc v, > 0. Pour tout n € N,
1—up—up=0= v, =up; = In(vy,) =nln(u,) = In(vy,) = n.In(1 — vy,)

Comme In(1+ ) ~z—0 @ et limy, 4 oo(—vp) =0, on a In(1 —vy) ~p—yt00 —Un, €t enfin

Bilan : : |In(v,) ~ —noy,
+o00
(b) On en déduit que lim;,—, 4o ln(%(:;b)) =In(1) = 0 et comme limy,_, o — In(vy,) = +o0,
on a bien
In (7:11)(1%))
lim ——"-2 =0
nteo  —In (vn)
D’ou
b (55) () |, o)
non n(—In(v, n(n
= 1— 0
—In (vy,) —1In(v,) In(vy,) * norteo
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Comme lim,,—, oo — In(v,,) = 400, et que par CC limx o0 lng(X) = 0, on en déduit

que limy, oo 7111(:1,1,?&1:;))

Ainsi limp 400 11?((7?)) = —1 et donc |In (vy,) ol In(n)
n 00

(¢) En remplacant dans le a., on a alors | vy, o LL")
o0

In(n)

4. Comme vy ~p—yt00 —

> 1 (pour n assez grand) et que la série D ons1 1 diverge (série har-

monique), par critére de majoration puis d’équivalence ‘ la série de terme général v, est divergente

v,zl ~n—stoo (1“277;))2 Par CC

n2

2
75 nt/

(In(n))? B In(n)? B

(in(n))?

n2

s — 1 1_ . avec o =
donc = On-stoo(5375). Comme lasérie ), o1 —7 converge (Riemann avec o = 3/2 >

1), par critére de négligeabilité puis d’équivalence |la série de terme général v2 converge‘

‘Exercice 2 : d’aprés Ecricome 2013‘

‘Partie 1 : Calculs de discrétisées‘

1. def Xd(a):
X=a*rd.random()
return np.floor(X)

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Pour tout k € Z,

P(Xs=k) = P(X|=Fk)
Plh<X <k+1)

= /k o f(z)dz

3. Attention, P(X = N) = 0, on peut donc considérer que X est (presque stirement ) a valeurs
dans [0, N[ et X4(Q) = [[0, N — 1]]. De plus X a pour densité

car X est a densité de densité f.

+ stz €[0,N]
0 sinon

inﬂ?H{

Donc pour tout k € [[0, N — 1]],

( rk+1 1 1
PX,i:k):/ —dt = —
., NUTN

Bilan : [ X, < U([0. N~ 1]])|

4. 1l s’agit de vérifier que les valeurs de P(Y = k) proposées sont bien positives et que leur
somme est égale a 1.

e Tout d’abord, pour tout k € [[1,9]], £ > 1, donc In(5H) > 0 et P(Y = k) > 0.
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e Ensuite

N
=3
b<
I
z
I

% 1 E+1
kz;: m(10) ™ <T>
1 9
= m,;ln(lﬂ-&-l)—ln(k)

1 .
= n(10)° .(In(10) — In(1)) par télescopage

=1

Bilan provisoire : | ces valeurs définissent bien la loi d’une variable aléatoire Y

En s’inspirant de la question 2., on définit f : [1,10] — R par :

1 1
Vz €R, f(z)={ In(10) =
0 sinon

stz € [1,10]

La fonction f ainsi définie est bien positive sur R, continue sur R \ {1,10}. De plus

+00 10
/oo Fa)de = m(;m)/ id [ln(x)] .

Donc f est bien la densité de probabilité d’une variable a densité X.
Enfin, pour cette variable X, on a X (Q) = [1,10]. Comme X est a densité, P(X = 10) =0
et on peut considérer que X (2) = [1,10[. Dot X4(Q2) = [[1,9]] et pour tout k € [[1,9]],

k+1
P(Xy= k) = /k m(lw) %dt - Tlo.(ln(k +1) (k) = P(Y = k)

Bilan : ‘la discrétisée Xy de la variable X définie ci-dessus suit la loi de Y‘

5. Soient X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A € R et n un
entier naturel non nul. On pose Y,, = %
(a) Comme X (Q2) = R4, on a aussi nX(Q) = Ry.
Pour tout z < 0, on a donc Fyx(x) = 0.
Pour tout x > 0,

z T
Fux(2) = P(nX <) = P(X < %) =1 — exp(-A.5)
n n
On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de pdrdmétro 2 ona

donc nX — & ( 2). Cette variable est donc a densité et d’aprés le cours, cllc admet

comme densité :

f . { 0siz<0
nX - A z
c.exp(—A.)

(b) Comme (nX)(2) =Ry, on a [nX](2) = N. Soit k € N.
k+1 .

/ é.exp(—)\.i)d:c
k n n

P(InX] = k)
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Notons Z, = [nX |+ 1. Alors Z,(2) = N*, et pour tout k € N*,
P(Zo=k) = P(X,=k-— )
= (- exp(-A) (-2
B

Bilan : | Z, = [nX] + 1 suit la loi géométrique G(1 — e’%)

Soit € Ry. On a alors

(c

N

LnX j

)

P(Yngx) = )

|
|

(
(InX) < na)
= P(|nX] < |nz|) car X est a valeurs entiéres
= P(Z, < |nz]+1)

= 1-P(Z, > |nx|+1)

= 1- (e_%)L’””JH cela revient & |nz| + 1 échecs dans le processus de Bernoulli

1o (Al

n

(d) Le début est un cadeau !!
Pour tout z > 0 et tout n € N*,
ne—1< |[nz] <nr=x— LTLLJ
n
donc par encadrement lim, 1 L"TJ =z.
On en déduit que
A |+ 1
(0 ) B
n—-4o00 n

puis par continuité de la fonction exp sur R, pour tout z € Ry,
lim Fy, (z) = lim P(Y,<z)=1- —A\x
Jim Fy, (2) = lim P(Y, <2) exp(—A.z)

et comme pour tout z < 0, Fy, () = 0, on en déduit le résultat suivant :

Bilan : ‘Yn EYouY < &N

‘Partie 2 : condition suffisante pour étre une discrétisée‘

(a) Soit x € R4. Pour tout k € N,

c__c

erbls T < e

Comme la série Zk21 % converge (série de Riemann avec a = 2 > 1), par critére de
majoration, la série .-, ¢'(@ + k) est absolument convergente, donc convergente.
Par hypothése la fonction g est décroissante, sa dérivée ¢’ est donc négative et f est a
valeurs positives.
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(b)

()

N. Marconnet -

i. Soit kK € N. On considére 'intervalle I = [k; c0[. D’aprés 'hypothése, pour tout

tel,

c c
" PO
OIS T S e

puisque t > k. Ensuite : pour tout (x,a) € R+2, comme k+z et k-+a appartiennent
a Uintervalle I, on obtient d’aprés 'inégalité des accroissements finis appliquée a
la fonction ¢’ que :

| (x+k) —g'(a+k)| < 75 l(x+k) —(a+k)

C
(k+1)
Bilan :

‘V(z,a) eRI,VEkeN, | (z+k)—d(a+k)<

Clz—al
(k+1)2

ii. Pour tout (z,a) € (Ry)?

+oo +oo
@)= f@)] = |=> d@+k)+Y gatk)
k=0 k=0
+o00
< Z |¢'(x + k) — ¢'(a + k)| par inégalité triangulaire
k=0
+00 1
< ClJz—al| ;) m d’aprés la question précédente
< D.|z—a
on D = C. Y f2S (k+1)2 > 0 avec la série 3420 m = el -7 qui est bien

convergente (série de Riemann avec a =2 > 1).

Pour tout a € Ry fixé, on a lim,_,, D.|z —a| = 0.

Donc par encadrement lim,_,, f(z) = f(a). Par conséquent la fonction f est bien
continue en a.

Bilan : |la fonction f est continue sur Ry ‘

. Pour tout & > 1 et tout t € R,

1 1 1 1
= >
t+k+1  (t+h)(E+k+1) ~ (E+k+1)2

+k
puisque t+k+1>t+ k.

Attention pour la suite il faut travailler avec des sommes partielles (sous peine
de faire apparaitre des séries divergentes !!).
Soit M € N avec M > N + 1. Alors

M M
| — Z Jdt+k) < Z |¢'(t + k)| par inégalité triangulaire
k=N+1 kaH
1
< C.
= ¢ ; TAETIE
1 1

S Sl

k:N+1t+k t+k+1

1

1
< C. -
- (t+N+1 t+M+1

) par télescopage
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En passant a la limite quand M — +o00, on obtient alors

C C

N ——0 <=
[ ()] t+N+1- N+1

ii. Soit NV € N.

iii.

N. Marconnet -

/ISN(t)dt-s-/lRN(t)dt
0 0
N ) 1
= 7;/0 g(t+k)dt+/0 Ry (t)dt

N "1
=Slgte+ kil + [ Ry
k=0 0

/(; " poyr

N 1
=3 gtk + 1) - g(k) + /0 R(t)dt

k=0
1
= —g(N+1)+g(0)+ / Ry (t)dt (télescopage)
JO
Comme la série ), g(k) converge, d’aprés le cours limy, 4 g(k) = 0. Ensuite,
1 1 1
[ 0= o) =1 =+ 1)+ [ Rteyan <oV + 0]+ [ Ru (ol
D’une part, limy_10 g(N + 1) = 0. D’autre part, fol |Rn(t)|dt < NLH donc
Wy oo fy [R(t)]dt = 0.

Par encadrement fol f(t)dt —g(0) = 0.

Bilan : .[01 f(t)dt = g(0)

. Pour tout t € Ry,

+o00 +o0
flt+1) = ft) =Y Gtk +1)+Y gt+Ek)
k=0 k=0

+o00 +00

= - Z g t+k)+ Zg'(t + k) par changement d’indice
k=1 k=0
= 4

Par conséquent, pour tout x dans Ry,

/ = [ fie+ 1) - fo
& o) =) = [ e+ nae- [0
o gle)=g(0) + /1 flu)du + / F(t)dt viale CDV affine u =1+ ¢
o /f dt+/1+z dt+/f
& glo) = /,

Bilan : |g(z) = fz+1 f(®)dt

f(t)dt (Chasles)
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ii. Pour tout entier N > 0, on pose Sy = fON f(t)dt. Pour tout N € N*,

N

—1 k41
Sy = Z: /k f(t)dt (Chasles)

el
o

=

= g(k)
0

=~
Il

Pour tout € Ry, on a [z] <o < |z| + 1 donc comme f est positive sur Ry,

lz] x |z]+1
/0 F(t)dt < /0 F(t)dt < /0 f(t)dt

Sy < /0 F(0)dt < Sy

On a de plus

N-1 +o00
lim SI'ZJ - Ngrfrloo SN - Nggrloo ; g(k) - ;}g(k) =1

T—+00

et de méme limg,_, 4o S[zj+1 = 1. Par encadrement,

lim /Zf(t)dt =1
0

T—>+00

On en déduit que lintégrale O+°° f(t)dt converge et f0+°° f(t)dt = 1.
iii. De plus f est nulle sur R_, donc jf;o f(t)dt = 1.

Bilan :  f est continue sur ]0;4o0[ et sur | — 0o, 0[ donc sur R sauf éventuelle-
ment en 0. De plus [F2° f(t)dt = 1.

Donc ‘ f peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire X

On a alors X () = Ry donc X4() = N =Y(Q). De plus pour tout k € N,

k+1
Pa=0) = [ fe)it = gk) = POY = b)

Bilan : | sa discrétisée Xy suit la méme loi que Y‘

Bilan général de cette partie : les conditions données suffisent & assurer que la
variable discréte Y est la discrétisée d’une variable a densité X.
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‘Exercice 3 : étude d’un produit scalaire, matrice de Hilbert‘

‘Partie 1 : produit scalaire et polynémes de Legendre‘

Pour tout k € N, on considére les polynémes P, = X*.(1 — X)* et Ly = (Pk)(k)

1.

Pour tout (P, Q) € E?, la fonction ¢ +— P(t).Q(t) est continue sur [0, 1].

Donc (P, Q) = fol P(t)Q(t) - dt est bien défini. Ainsi (.,.) va bien de E? dans R.

On montre trés facilement que (.,.) est symétrique et bilinéaire (A FAIRE PROPRE-
MENT 1)

Pour tout P € E, (P, P) = [(P(t))%dt > 0.

De plus pour tout P € E, si (P, P) =0 alors fol(P(t))th =0.

La fonction ¢~ (P(t))? étant continue et positive sur [0, 1], d’intégrale nulle, pour tout
t €[0,1], (P(t))?> = 0, donc P(t) = 0. Par conséquent le polynome P a une infinité de
racines (tous les réels de [0,1]), donc P = Og[x]. Ainsi (.,.) est défini positif.

Bilan : (.,.) est une application bilinéaire symétrique définie positive donc un produit
scalaire sur E.

2. Soit (i,j) € N?

3.

1

1
oI\ — 2ty —
<X,X>—/Ux dl_i+j+1

Dans la suite du probléme E = R[X] est muni de ce produit scalaire (., .).
Soit P € R[X]; on note | P|| = 1/(P, P) la norme de P associée a ce produit scalaire.

(a) Py=1donc Ly = (Pp)® =1.

PP=X(1-X)=X-X?donc L; = (P) =1-2X.
Py=X%1-X)?=X?-2X%4 X* donc Py = 2X — 6X? +4X? puis

Ly=Py =2—-12X +12X2

Lo, L1, Ly sont respectivement de degrés 0, 1, 2.
La famille (Lo, L1, L2) est formée de polynomes non nuls de degrés deux a deux dis-
tincts, il s’agit donc d’une famille libre de Ry[X].
De plus Card(Lg, L1, L2) = 3 = dim Ry [X] donc la famille (Lo, L1, L2) est une base de
Ro[X].
Ensuite, en exploitant la bilinéarité du produit scalaire,

1

(Lo, L) = (1,1) = 2.(1,X) =1 - 2.5 =0

1 1
(Lo, Loy = 2.{1,1) —12.(1, X) + 12.{1, X*) =2 — 1254125 =2-6+4=0

(Ly, Ly) (1,L2) — 2. (X, Ly) = 0 — 2.(2. (X, 1) — 12. (X, X) + 12. (X, X?))
= 72.(2.% - 12% + 12%) = —2(1-443)=0

Bilan : ‘ (Lo, L1, L) est une base orthogonale de Ry[X] ‘

(b) D’aprés la question précédente, la famille (Lo, L1) est une base orthogonale de Ry [X].

[Loll = v/(1,1) =1
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HL1H:\/(172X,172X>:\/1744(1,X>+4.(X,X>:q/172+§:\/g

Posons Nop = Lg et N1 = v/3.L;. Alors la famille (Ny, N7 est une BON de Ry [X].

Pour tout polynéme P € Ry[X], on a alors
p(P) = (P, No) .No + (P, N1) .Ny
Comme 1 € Ry[X] et X € Ri[X], il est évident que p(1) =1 et p(X) = X. Enfin,

p(X?) = (X? No).No+ (X Ni).\;
= (X%1).143.(X%1-2X) (1 -2X)

1 1 1

= -+3(s-2-)(1-2X
5 +3(G - 2)(1-2%)
1 1

= - —-.(1-2X
5 - 5(1-2%)
1

= ——4+X
6+

D’oit en notant C = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X],

10 -

A = Matce(p) = (O 1 )
0

(a) deg(Py) = 2k, d’ou en dérivant k fois : deg(Ly) = k. De plus, Py a pour coefficient
dominant (—1)*¥.X2*. En dérivant k fois, on trouve que Ly, a pour coefficient dominant

1

(-r G

o
(=
=

4. Soit k € N*.

(b) Le polynome P a pour racines 0 et 1, qui sont toutes les deux des racines d’ordre k.
D’aprés la caractérisation des racines d’ordre k, on peut bien dire que :

vi € [[0;k = 1], (P) ¥ (0) = (P) (1) = 0
(¢) D’apreés la formule de Leibniz,

L = (P)Y = (x5 - x0)H®

k
k . .
= (xR = x)k kD)
> ()
N N T ! ,
- Z%(j)'(k—j)!x MY
k
= k!.(—l)"'Z(?).ﬁ( 1.XP.(1 - Xx)
j=0

k 2
-~ ok k ) k- _ .
= K .(-1) ;}(;) XFT (X -1y

On en déduit que

k 2
Li(0) = k! .(=1)F Z ( j > 0879 (=1)7 = kL (=1)*.(=1)* = K! (il ne reste que le terme en j = k)
Jj=0
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k 2
Ly(1) = k! (-1)F Z ( ? ) 1% .07 = k! (=1)F (un seul terme non nul)
Jj=0

5. (a) Formule "d’intégration par parties généralisée".

Soit pour tout k& € N* la propriété :

H(k) :Y(f.9) € C*(R),
1

k—1
/lf(t)y(’“)(t)'dt= {Z(—l)j-f(j)(t)g(“”(t)} + (—1)k/1f(’“>(t) ~g(t)dt
0 = 0

0
e Initialisation : sik = 1, larelation est vraie car on reconnait la formule d’intégration

par parties :
1
[ s =yoaen- [ e

e Hérédité : soit k € N* tel que H(k ) est vraie. Soit f et g deux fonctions de classe
C> sur R%. On calcule alors fo (t)g k‘H) (t) - dt en intégrant par parties : on pose

u(t) = f(t) L[ =1
V() = g*H(t) v(t) = g™ ()
et par IPP, les fonctions u et v étant bien de classe C! sur R,
1
[ swa = rwg0wi - [ 1099 0a
0

On applique ensuite ’hypothése de récurrence H(k) aux fonctions f’ et g, et on
obtient en remplacant :

[ swgtrwa
0
[k—1
= [F®)-gW @) — | D (=17 fIUIa)gh- (e } / FED() - g(t)dt
=0
k—1
= [f(t).g®®))+ Z(l)j*l-f““)(t)g“””(t)} +(71)’““~/ JED (@) - g(t)dt
Li=0 0 0
r ok 1
= [FOJPOk+ D (=D fO g% () +(—1)"“-/1 FED () - g(t)dt
L= 0
1 ) 10
= [Z( D5 fO@g @) |+ (=) / FED () - g(t)dt
0 0

donc la propriété H(k + 1) est vérifice.
e On en déduit le résultat par principe de récurrence !
(b) Soit k € N* et P € Ri_1[X]. Alors

1
(L) = [ P).Lud

0
1

~ [ om0
0
k-1 ) ! 1

= D17 PO@)(P)E D) +(—1)'“/ PE(1).Py(t)dt
=0 o 0
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D'une part, comme deg(P) < k —1, on a P*) = Og[y] donc la derniére intégrale ci-

dessus est nulle.

D’autre part, Vi € [[0;k — 1]], (PP (0) = (P)™ (1) = 0. On en déduit aisément que
tous les termes dans le crochet ci-dessus sont nuls.

Bilan : |Vk € N, VP € Ry 1[X], (P, Ly) = 0]

6. La famille (Lo, - -,

d’une base de R,,[X].

Ly,) est une famille formée de polynémes non nuls de degrés deux a deux
distincts, elle est donc libre. Comme Card(Ly,- - -

,Lp) = n+1 = dim(R,[X]), il s’agit

Enfin, soit (i,) € [[0,n]]*> avec i # j. Supposons par exemple que i < j. Alors comme
deg(L;) =i, on a L; € R;_1[X] donc (L;, L;) = 0 d’aprés la question précédente.

Bilan : ‘(Lo,Ll,...,

L) est une base orthogonale de R, [X] ‘

‘Partie 2 : étude de la matrice de Hilbert.‘

7. Python

import numpy as np
def H(n):
H=np.zeros([n,n])
for i in range(O,n):
for j in range(0,n):
H[i,jl=1/(i+j+1)
return H

oo
—

o
NasZ

La matrice H,, est symétrique donc diagonalisable dans une base orthonormée : il existe

bien une matrice orthogonale R,, € M,,(R) et d’une matrice diagonale D,, € M, (R)

notée D,, = Diag (A1, A2, .. ..,

An) telles que H, = R, - Dy, - 'R,

On note u,, la plus petite des valeurs propres et v, la plus grande des valeurs propres

de H,,.
(b) Cas particulier n = 2.

Hy =

Soit A € R.

A€ Sp(Hz) 54

(42 14)

Hsy — X\.Is non inversible

< det(Hy — N\12) =0
1 1
& (1- );)(g 71)\) 1= 0
s Ao A+ =0
A= % — % = 1 d’ou deux solutions
A= %_2$ ot Ag = %J“Q#
Bilan : | Sp(H) = {4=Y13, 1413}
On a donc ug = f et vy = 4+6‘/5.
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ap

9. Soit A = : € Mp1(R) et P e R, 1[X] ou P =3Y""0ay; - XF.

(a

(c

)

=

N

Aan—1

1 n—1 n—1 n—1n—1
/O (P)? dt = <Zai-Xi’Zdj'Xj> =33 aia; (X', X7)
P — =0

i=0 j=0
n—1n—1
= ZZala a1 ='AH, A
i z+]+

en reconnaissant la forme quadratique associée a la matrice H,,.
Le résultat précédent montre que pour toute matrice colonne A, on a ‘A.H,.A > 0.

Soit A une valeur propre de Hj,. Dans cette question uniquement on note A € M,, 1(R)
un vecteur propre de H,, associé¢ & A : H,.A = \.A avec A # 0. Alors

YAH, A>00 XAA>06 AN |AP >0 21>0

en effet, comme A # 0, on a ||A| > 0.

Les valeurs propres de H,, sont donc toutes positives.

De plus supposons que A = 0. Alors on aurait ‘A.H,.A = 0 donc fol (P(t))2dt = 0 avec
les notations ci-dessus, donc ||P||? =0 < P = Or[x
ses coordonnées sont nulles, ag = -+ = a,, = 0, dOIlL A =0 : absurde car A est un

. Comme un polynoéme est nul ssi

vecteur propre.
Donc A = 0 n’est pas valeur propre de Hs.

Bilan : | Sp(H,,) C]0; +oo]

Remarque : on en déduit en particulier que H,, est inversible.
On note C ='R,, - A.

On a alors
n

"AH, A="AR,-D,-'Ry.A="CD,.C=> N.ci
k=1

en reconnaissant par exemple la forme quadratique associée & D,, (on peut aussi calculer
le produit !!!). De plus, pour tout k € [[1,n]], up, = A1 < A < Ay, = v, d'ol

Mais par ailleurs,

Z & =1CC="4AR,'R,,A="'AA

car R, est une matrice orthogonale. Finalement, on a bien :

Uy TACA<'A-H, A<u,-'A-A

10. Etude de la suite (uy,)

(a) Grand classique d’analyse !
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Soit k € [[1,+o0[[. Pour tout t € [k,k+ 1], on a ﬁ_l < 1 <1 doi en intégrant sur
[k, k + 1], par croissance de l'intégrale (bornes bon sens) :

k+1 k+1 | k+1
[t [ qas [ g

1
—— <In(k+1) —In(k) <
g Sk 1)~ In(k) <

e

Sommons d’une part l'inégalité de droite pour k variant de 1 a n : par télescopage,

ln(n-‘rl)SZ%

k=1
D’autre part, sommons 'inégalité de gauche pour k variant de 1 an—1 : par télescopage,

1

n

1

_ " g
— <1 ——1<1
25 = n(n)<:>;k <In(n)

On obtient ainsi 'encadrement: Vn > 1,

3

In(n+1) < % <lIn(n)+1
k=1

D’ou pour tout n > 2 :

In(n+ 1) | 1

— < . -<1

In(n) ~ In(n) =k * In(n)
Comme
In(n+ 1) _ In(n) +In(1 +1/n) 14 In(1+1/n) i 1
In(n) In(n) In(n)

et limy, 1001 + ﬁ = 1, on obtient bien le résultat souhaité.

n—r+00

Bilan: |7+ ~ ln(n)‘

(b) On note Tr (H,) la trace de H,. Soit n > 2.
Tout d’abord, comme deux matrices semblables ont la méme trace,

n n
Tr (Hy,) = Tr (D) = Z A > Zun = n.up,
k=1 k=1

puisque uy,, est la plus petite des valeurs propres. D’autre part,

n—1 2n

— 1 1
Tr (Hy,) = < -
P(H) =3 5T <
k=0 k=1
Bilan : |n.u, < Tr (H,) < S0, & ‘
(¢) On en déduit que pour tout n > 1,
2n
0<u, <151
- —n k
k=1
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Or
2n 1
k=1 k

~notoo IN(2n) = In(2) + In(n) ~p 400 In(n)

1 2n 1 In(n
Donc e Zkzl & ~n—+4oco # —Fn—+oo 0.

D’ou le résultat par encadrement, :

11. Monotonie de la suite (vy,)

ag
Soit n € N*. On note A = : € M, 1(R) un vecteur propre de H,, associé & vy,.
Qn—1
ag
On note également B = : € Mpt11(R).
an—1
0

(a) Comme ci-dessus, on trouve de fagon immédiate que *A.H,.A = v, - ' A.A.
(b) D’apres le 9.a),
1
‘B-Hy11-B= / (P()%dt ='A-H, A
0
car les deux matrices colonnes A et B ont le méme polynome P associé.
(c) On a alors :
n.!lAA='B-H,.1 B<wv,.,.'B.B
d’aprés le résultat du 9.c). Or 'A.A = |A||> = ||B||* = 'B.B. D’ou comme ||A|| >0
(A vecteur propre non nul), on obtient bien que : vy, < vy41.

Bilan : ‘Ia suite (U )nen+ est croissantc‘

Remarque : on peut démontrer que la suite (v,)n>1 converge vers m, mais cela demande
encore du travail !!

Remarque bis : sujet plutot dur, long, pas beaucoup de Python...

Exercice 1 sur les suites implicites assez classique : théoréme de la bijection, comparaison
de uy, et uyyq via le signe de fp,(up41)... mais la fin de ce type d’exercice est toujouts assez
astucieuse (il ne faut pas tourner en rond !).

Pb Ecricome sur la notion de discrétisée d’une variable a densité trés intéressant (j’ai rac-
courci en enlevant une partie qui portait sur les polynémes).

Pb d’algébre : le produit scalaire est dans le cours, la suite des polyndémes de Legendre

est classique mais pas la plus simple a étudier | Matrice de Hilbert classique aussi (cf ex.
sur les formes quadratiques).
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