Corrigé DM n° 14 - pour le 17/02/25

PROBLEME

Les variables aléatoires considérées dans ce probléme seront toutes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, .4, P). On notera ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1)

Soit ¢ un réel strictement positif, on note f, la fonction définie sur R par :

0 sit <0
o't: 2 .
1o (®) ﬁexp(—;?) sit>0

I. Etude de la loi de Rayleigh

1. (a) La fonction f, est positive, continue sur R\ {0}. De plus, pour tout A > 0,

A A t t2
/Ofg(t)dt = /0 ﬁexp(—ﬁ)

2\,

~ o (-0 )1

A2
= l—exp (*ﬁ) —Astoo 1

donc f0+°° fo(t)dt = 1.
Bilan : ‘ fo est une densité de probabilité‘

(b) La fonction f, est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout ¢ > 0,

£ =05 L
donc f/(t) = 0ssit = 0. D'ou le tableau de variations de f, sur ]0; 4o0] :
t 0 o +00
Pl(t) + 0 -
Lo
Pa(t)
0 — T 0

(¢) f»admet un maximum en o. Par conséquent, la courbe la plus haute correspond
a f1/2, la courbe intermédiaire & f; et la plus basse a fa.
Soit X une variable aléatoire de densité f,, on dit que X suit la loi de Rayleigh
de parameétre o, notée R(0)
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2. (a) X(Q)=[0;4o00[. Donc Vz < 0, Fx(z) =0. Siz >0,

/Ow fo(t)dt

22
= 1—exp <7ﬁ) voir ci-dessus !

Fx(l)

(b) La fonction Fx est continue sur [0; 4+-o00[ et strictement croissante sur cet inter-
valle puisque Vz > 0, F'y(z) = f,(x) > 0. Deplus, Fx(z) = 0 et lim, ;o Fx(z) =
1. D’aprés le théoréme de la bijection Fy est bijective de [0, 400 vers [0, 1].
Soit y € [0, 1[.

22

y=Fx(z) & yzlfexp(fﬁ)
& 2t =-20"1n(1 —y)
& x=+/-202.1n(1—-y)

car > 0. Notons qu’ici In(1 —y) <0 car y € [0, 1].

Bilan :  Fx est bijective de [0;+o0[ dans [0,1][. Sa bijection réciproque est
donnée par :

Fglo0,1[= [0 400, @+ +/—202.In(1 — )

(¢) Soit U — U([0,1]). Posons V = F}(U). Alors V() = R, = X (). De plus,
pour tout x € R,

P(V <x) x) = P(U < Fx(z)) car Fx croissante

I
=
NG
S
"

Donc V et X ont la méme fonction de répartition, ces variables aléatoires suivent
donc la méme loi.
Voici un programme simulant X :

def Rayleigh(s):
U=rd.random()
X=np.sqrt(-2.s**2*np.log(1-U))
return(X)

3. Moments de la loi de Rayleigh

(a) Soit n € N. Par le théoréme de transfert, £(X") existe ssi I'intégrale suivante
est absolument convergente :

00 gl 2
t t
/0 5 exp(—5—dt

o 202

Cette intégrale est impropre en +oo uniquement.

. n+3 2 n+1 2
Comme lim,;_, ;o S5 exp(—57 = 0 (C.C.), on a T exp(—53 = oHJroo(t%.
Puisque ffoo l%dt converge (Riemann, o = 2 > 1), par négligeabilité
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f1+°o % exp(—%dt converge, donc finalement ‘E(X") existe bien | (a) Z,(Q) =R,. Siz <0, Fz,(x)=0. Siz >0,

Fy (x) = Pmin(Xy, -+, X,) <x)

Posons u = 2 . La fonction ¢ — 2 L5 est de classe C?, strictement croissante, bi-
jective de [0; +oo| sur [0; +00[. De plus du = Ldt. Flnalement, par changement = 1—Pmin(Xy, -, X,) > 1)
de variables, = 1-P([Xi>2z]Nn---N[X, > x])
+oo = 1—(P(X > z))" car les variables sont indépendantes et toutes de méme loi
B = [ VEwoye v (1 A
+oo £U2 n
= 2"/2.0”./ u? e du = 1—(exp T 552 )
0 2
nx
= 23T ( 1) = 1—exp (2%
So + oxPp ( 202)
(b) On en déduit que = l—exp| - a?
3 VT 2
1 T T
B(X) = 2207 (5) - \/5'0'7 — 72 Bilan : ‘Zn suit une loi de Rayleigh de paramétre = ‘
BE(X?) = 20°T (2) = 202 (b) On en déduit que
d’ou T - T (72
V(X) = E(X?) — (B(X))? = 20° — 20> = (2 - 2).0° E(Z,) = 7 eV =2-2)7
2 2
4. Notons Y = X?. On a Y(Q) =R, donc pour tout z < 0, Fy(z) =0. Siz >0, 2. (a) N=rd.geometric(p)
U=rd.random(N)
Fy(z) = P(X?<z)=P(X < +/x)car X est a valeurs positives X=np.sqrt (-2.s**2np.log(1-U))
= Fx(V7) Z_N=np.min(X)
= 1—exp (f%) (b) Zy(Q) = R4. Donc siz < 0, Fz(z) = 0. Siz > 0, d’aprés la FPT dans le
o

SCE ([N = n])7l€N*7
Donc Y < £(52;). Par conséquent, E(Y) = 202, et on retrouve bien que F(X?) =

2
207 Fpo(z) = ZP = ). Pyen(Zy < )
Pour toute la suite de ce probléme : on suppose que (X;);en+ est une suite de
variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi de Rayleigh = Z P(N )-Fz,(2)
de paramétre o n=1
+o0 ZL’Z
= Zp‘q"”.(l —exp ETEaE )
II. Minimum et conditionnement n=1 Vn
22
On considére une variable aléatoire N indépendante de la suite (X;);en+ et suivant la _ Z g Z p.q" . exp(— n.r !
loi géométrique de paramétre 0,1]. 202
g q p p €01
Pour tout n € N*| on note Z,, = Min(Xy,...,X,) et Zy = Min(Xy,...,Xy) définie 22 I 22
par = 1-p eXp(ff‘_g)'Z(q eXp(ff‘_g))

n=1
Yw € Q, Zy(w) = Min(X1(w),..., Xnw(w)) exp(—2%)
202
(

1—q. _ 2
1. Soit n € N* fixé. q.exp(—353)

(c) Cette fonction de répartition est de classe C! sur R*, et continue sur R notam-
ment en 0 car l—p.ﬁ =1—1=0. Donc Zy est une variable aléatoire a densité.
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En dérivant Fz,, sur ]0; +o0o[, puis en dérivant on obtient bien le résultat souhaité:

Bilan : une densité de Zy est g o

_=2
pre 202

22\ 2
o? (1 —(1-p) efﬁ)

(d) D’aprés la formule de I'espérance totale, F(Zy) existe ssi la série suivante con-
verge

Vr <0, g(z) =0 et Vo >0, g(z) =

ZP E(Zy|N =n)

qu\@
- \[ Z f

n=1

Sous réserve de convergence,

E(Zy)

Pour tout n > 1,0 < 4= =< q", et la série ) -, ¢" converge bien puisqu'il s’agit
d’une série geometrlque

Bilan : | E(Zy) existe et

o3

n

(e) n=1000
L=np.arange(1,n+1,1)
A=np.sqrt (L)
B=np.exp(L*np.log(q))
S=np.sum(A/B)
S=sigma*np.sqrt (np.pi/2)*p/q*S
print(S)

III. Estimation du paramétre de la loi de Rayleigh

1. Classique ! La fonction ® est strictement croissante et continue, donc bijective de

]0; +oo[ sur ]0, 1[. Soit o €]0, 1[. Comme 1 — § €]0, 1], il existe bien un unique réel
e >0 tel que () =1 - %, CestadwetelqueQ(I)( )—1l=1-«

2. Premiére méhode

1 n
Pour tout n € N*, on pose M, = — Z X;
n <
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(a) E(M,) = E(X) = 0.,/7. Comme les variables X1, ..., X, sont indépendantes,

).

1 1 T
V(M,) = ﬁ.n.V(X) = E(Z —3

Posons T;, = \/g.]\/[n. Alors E(T,,) = o, donc T,, est un estimateur sans biais

de o.
De plus,

2
V(T,) = ;.V(Mn) —n—sto0 0

D’aprés la condition sufffisante du cours, T}, est un estimateur convergent de o.

Bilan : |7, = \/%]Mn est un estimateur sans biais et convergent de o

(b)

. T E(T, T,—0o
; ( ) iz \[
(¢) Comme les variables X7, ..., X, sont indépendantes, de méme espérance et de

méme variance, il en est de méme pour les variables \/%le - \/g.Xn. D’aprés
le Théoréme Central Limite,

Tr 5T, on T < N(0,1)
(d) D’aprés le TCL,

lim P(—e<T: <e¢)=

n—-+oo

3
|
o)
A
S
A
o
I
[\
&
@
!
-
|
-
!
Q

[—e<Tr<¢

n

[
N
IN
§

Bilan : [—T»—;——T» _ ] est un intervalle de confiance asymptotique
L e/ -/l
pour ¢ au risque a.
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Méthode du maximum de vraisemblance (¢) Finalement, comme la fonction & — /2 est continue sur R,

4. Soient xy,...,x, , n réels strictement positifs, on considére la fonction de vraisem-

2
W, — o
blance

‘Wn est un estimateur convergent de a‘

c’est-a~dire la fonction L définie sur ]0, co[ par Vo > 0, L(o) = H folm)
i=1
5. (a)

G(o)

Zln(f{,(m,;))

2
i

- Z; X
= iz:]:ln(; exp <7202))

= Z In(z;) —2n.In(0) — ==. ) 7
i=1

—_
3
=0

(b) La fonction g est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout o > 0,
2n 1 ¢
=1

Cette dérivée s’annule en oy = (/5= > 7. De plus, si # < 01, G'(0) > 0 et

six > 01, G'(0) < 0. La fonction G admet donc un maximum en o7.

(¢) Comme L = exp oG, par croissance de la fonction exponentielle, L admet égale-

ment un maximum en o =

n
E X2 Testimateur du maximum de vraissemblance de

i=

1
6. On pose alors W, = ,| —
2n

a

(a) Pour tout i € [[1,n]], X? < &(52z). Donc 355.X7 < E(1) = ~(1). Par stabilité
pour la somme de la loi 7, les variables étant toutes indépendantes par coalition,

1 n 2 . . .
on a 5y X7 quisuit la loi y(n).
2

(b) On aalors W2 = < (55 Y7 | X?), don
2

EW2) =2 n =0
n

Donc W2 est un estimateur sans biais de 0.

0'4 O'4
V(W) = 2=

n

Comme lim,,_, 1o V(W?2) = 0, W2 est un estimateur convergent de o°:
2
w2 = o?
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