Corrigé du DS n° 6

Exercice 1

1.

2.

4.

N. Marconnet - Lycée Saint Just 1

(a) Soit pour tout n € N, la propriété H(n) : "u, existe et u, > 0".
e Initialisation : si m = 0, évident car ug = 1.
o Hérédité : soit n € N tel que H(n) vraie. Comme u,, > 0, uy(u, + 1) > 0 donc
Up41 existe. De plus, up41 = 2uy, + QW > 0 donc H(n + 1) vraie.
e Conclusion : ‘Vn € N, u, existe et u, > 0‘
(b) Pour tout n € N,

Unt1 — Up = Up + 2y/Up(up +1) >0

donc la suite (up)nen est (strictement) croissante. De plus, comme ug = 1, on a pour
tout n € N, u,, > 1 donc

Upt1 — Up > 1 S Upy1 > 1+ uy,

et on en déduit par une récurrence facile que pour tout n € N, u, > n+ 1. Par en-
trainement, on a bien | limy,_ 4o u, = +00

Autre méthode : supposons que lim,_, - u, = [. Alors | > 0 (car pour tout n € N,
un, > 0) et en passant a la limite dans la relation définissant w, : | = 20 + 2,/1(l + 1)
(la fonction racine carrée étant continue sur Ry). Dot I = —24/I(l+1) < 0. Seule
possibilité : I = 0, mais ceci est faux car ug = 1 et (up)nen croissante.

La suite (up)nen est donc divergente. Etant croissante, limg, oo t, = +00.

Comme limy, 4o un, = +00, APCR on a bien u,, > 1000. Il suffit alors de prendre le plus
petit entier vérifiant cette propriété.

u=1

k=0

while u<1000 :
u=2*u+2*np.sqrt (u* (u+1))
k=k+1

end

print ("n0=",k)

1

. Soit n € N. Alors u,, > 0. Comme la fonction ¢ — e ot définie et continue sur [uy,, +00l,

Uintégrale I,, est impropre uniquement en 4+o0o. Mais L\/ﬁ ~ts oo ﬁ% Comme l'intégrale
fL:x’ ﬁ%dt est convergente (Riemann, o = 3/2 > 1), par négligeabilité U'intégrale I,, est
convergente.

Bilan : ‘In existe pour tout n € N‘

(a) Pour tout > 0,onax+1> 1 donc:
e x4+ 1> 0, par composition z — /= + 1 est dérivable sur |0; +o0[.
° \/L;E:_} est dérivable sur ]0; +o0o[ comme quotient de fonctions dérivables dont

le dénominateur ne s’annule pas. Cette fonction est & valeurs dans ]0; 4-o0].

e Enfin, par composition avec la fonction In, dérivable sur |0; +o0[, la fonction g est
deérivable sur |0; +oc].
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(b) Pour tout = > 0,

2@(\/x+1+1)7(\/x lfl)wﬁmeA

! =
9 (@) (Vo r1+1)2 Vrrl-1
1
_ Va+1 x 1
r+1+1 Ve+1-1
1
oo+l

Résultat peu surprenant étant donnée la question suivante !!

(c

N

On en déduit que pour tout A > 1,

\/5,1)
2+1

A
i = [ = o = o)~ w2

tvt+1

D’une part,
VA+1-1 VA
VAri+1 e yva

donc limg o0 g(A) = In(1) = 0 (par continuité du In en 1).
D’autre part,
v2-1_ 2-1 1
V2+1 (V2+1)?2 (1+v2)?

don —In(¥2=1) = 21n 14 v/2). Ainsi ima— 4o I& = 2In(1 + V2).
V2+1 o020

Bilan : | Iy = 2In(v/2+1)

=1

5. (a)
Ve>0, (Ve+ve+1)?=224+1+2Vz(x+1) =1+ f(z)
(b) En dérivant les deux membres de la relations précédente : Va > 0,
1 1
"(z) = 2(Ve+ Ve +1).(G=+ 7=
f@) = 2+ VETD g+ 5 )

vr+1 T

— (ﬁ+,/z+ 1)u
z(z+1)

1
= (Va+Va+1)——
z(x+1)
D’ou
1(z) VT Vet
F@VI@ 1 f@) et D)
Or f(z) =2yz(v/x + V& + 1) donc enfin
f'(=) _ 1
f@)VF@) +1 22V +1
Se o _ [too 1
6. (a) On part de l'intégrale I, 11 = umtr TVERT dt.
e Posons t = f(z).
e La fonction f est de classe C! sur ]0,+oo[ , strictement croissante sur ]0, 400,
bijective de ]0, +o0[ dans ]0; 4o0].
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=

NasZ

=

N

e Bornes b= oo — v =40
t = upt1 = f(un)

o dt = f'(z)dx

) LR G R WU S SN
tvt+1 fl@)\/f(z)+1 2 av/r+1

Par CDV, on a donc, les intégrales étant convergentes,

1, 1/+oo ! d 1[
=3 ——dxr = _.
n+1 2 - I/i.l‘-‘rl 2 n

Donc Vn € N, Ip4q = 21,

Bilan : ‘la suite (I,)nen est géométrique de raison % ‘

Pour tout n € N, I, = (3)".1o = (3)".2In(vV2 + 1).

Bilan : ‘Vn EN, I, = (H)" L.In(v2+1) ‘

Soit z > 0et A > z.

A
/z mlﬁdt = [9(0)2 = 9(4) = 9(x) 24100 ~9(x)

D’apreés les calculs faits précédemment. Donc f:oo 1

dt = —g(z). Par ailleurs,

tit1
1 1 Vve+1+1 ve+1
In(l+ ——)-In(l—- —) = In( X )
vr+1 vo+1 vr+1 Vve+1-1
_ ln(\/m+1)
B vr+1-1
= —g(z)
Bilan :
\7>o/+w L gi—m+ ) —mi- 1)
T s ————dt=1n ——) —In(1 - .
e VI Vo +1 T+ 1

Le DL de In(1 + u) en 0 a Pordre 1 est In(1 + u) =« + o(u). On a donc ici

1 1 2 1
hl+ ———)-I(l- ——)=—=+ —
n(lt+ ) - =) = e o (5T

donc 1 1 9 9
In(l+ ——)—-In(l - ——) ~, 0o T /—/—= "~z 0o T —
01t 7o) - o57) v gt et

Pour finir, comme lim;,— oo Uy = 400, on a I, ~p_i00 \/%7
Mais par ailleurs I, = (3)" 1. In(v2 + 1), d’ot

2 on qn

N In(v2 + 1) (In(v2+1))?

S N an
Bilan : |, ~n—qoo /e
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Exercice 2 : matrice de Gram‘

1
~n—+oco (5)” 1111(\/5"!‘1) SV Un Ynostoo T =T & Un Ypnodoo T m g

1. Dans cette question, on suppose que n = p = 3 et on considére les trois vecteurs:

up = (1,-1,0),ue = (1,0, —1),uz = (1,1,1)
(a) On calcule :
(ur,u1) =2, (ug,ue) = 1, {ug,uz) =0, ...

et on obtient aisément la matrice de Gram associée a (uy, ug, us) :

2 10
G=1[1 20
00 3
Cette matrice est symétrique donc diagonalisable.
(b)
540
G*= (4 5 0| =4G-30;
009
(c) On en déduit que le polynéme P = X2 — 4X + 3 est annulateur de G. Comme

Sp(G) C {racines de P}
on trouve que Sp(G) C {1,3}.

110 -1 1 0
De plus, rg(G—1I)=rg({1 1 0|)=2etrg(G-3I)=rg(| 1 -1 0])=1Par
00 2 0 0 0

le théoréme du rang, dim(Ker(G —I)) = 1 et dim(Ker(G — 3I) = 2 et en particulier
1 et 3 sont bien valeurs propres de G.

Bilan : ‘ Sp(G) = {1,3} et les dimensions des sous-espaces propres associés sont 1 et 2

Dans toute la suite de I'exercice, on revient au cas général ot n est un entier supérieur ou
égal a 2.

. Soit p un entier appartenant a [1,n] et (uy,ua,...,u,) une famille de vecteurs de R”. On

note G la matrice de Gram de (u1,ug, ..., up) .
(a) Pour tout (4, 7) € [[1,p]]?,
(@)ij = (ui,uy) = (uj,u;) = (G);; (par symétrie du produit scalaire)

donc la matrice G est symétrique. D’aprés le cours, elle est diagonalisable.
(b) Pour tout (z1,...,z,) € R?,

P P
qG($17 vy Ip) = Z Z(G)LJ.%I]
i=1 j=1
P P
= Z Z (ui, Uj> IZ‘:L‘]‘
i=1 j=1
P P
= Z T <u1, Z JIJUJ‘> par bilinéarité du produit scalaire
i=1 j=1
P P
= <Z TilUj, Z z]u]>
i=1 j=1
P 2
= Z TiU; > 0
i=1
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D’apreés le cours, on peut dire que Sp(G) C Ry. 4. On considére dans cette question une famille (vi,va, ..., vy,) de vecteurs de R™ telle que :

3. Soit encore p un entier appartenant a [1,n] et (ui,us,...,up) une famille de vecteurs de ) o 9
R"™. On pose F le sous-espace vectoriel de R" engendré par (ug,us, ..., up) et on note G la vie [Lnl, il =1et V(i j)elln]" i#j [v-vl=1
matrice de Gram de (u1,ug, ..., up) . (a) Pour tous a et b dans R”,
aq
ay —b|> = (a—ba—b
On considére des réels oy, ag,...,0p et on pose X = | | € 4, 1(R). lla =2 {a a=b) . . . )
: = (a,a) — {(a,b) — (b,a) + (b,b) par bilinéarité du produit scalaire
2 2
ap = lall®+ 161" =2 (a, b)
» e — .
(a) On suppose que 37, ajuj = 0. (b) On en déduit que V(i,5) € [1,n]%, i#j
(ur [wr)  (ur | uo) (ur | up) ¥ L2 2 2y 1
(un | w) {us | uz) (uz | up) s (i, vj) = S(loill™ + o 1" = llvi = v5]1%) = 5
GX = .
: : : : D’out la matrice de Gram de (v, -, vp) :
(up [ur)  (up [uz) oo (up | up) ap 1 1
1 35 5
S i) (o Siaesw)) o R
2 2
= : = : = 1: G=]"
S5 (up, ) 0 <up, i a]auj> 0 i i1
Donc GX = 0. (¢) On pose A = 2G et on note J la matrice de .4, (R) dont tous les coefficients valent 1
(b) En reprenant les calculs précédents, on voit que GX = 0 si et seulement si et enfin I, la matrice identité de .4, (R).
P P P ' 2 1 1
Vi € [[1,p]], ui,Za]-uj =0<Vie[1,pl, Za]-uj Lu < Za]-uj e Ft 1 92 ... 1
j=1 j=1 j=1 A=2G=|. . . =L, +J
Mais cor;lme Z?Zl aju; € F, ce vecteur appartient a F'N FL={0}. 1 -+ 1 2
Done 2-7:1 ajuj = 0. Dou A2=1,+2J+J2=1,+2J+nJ =1I,+(n+2)J. CommeJ=A—1I,, on
(¢) On raisonne par double implication. a enfin
e Supposons que G est inversible. Montrons que la famille (u1,us, ..., u,) est libre. A2 =L+ 0+2.(A-1)=n+2A-(n+ 1),
51

ii. On en déduit que

a2
Soit (a1, ..., ap) € RP tels que 33F_; aju; = 0. Notons X = [ . [. Alors GX =0, n+2 1

n+2A-A’=n+ 1), e A(—I,———A) =],
a ( ) ( Vn (n+1" n+1 ) "
D
t inversible, cela impli X =0,d =.=aq,=0et , . . e _
Eafl;;ﬁilcu?;quss lll\gr)blosté/lick?rj implique que 0, done oy ap=0e Par conséquent A est inversible (et d’inverse A~! = %In - %‘H A).
Ve TP ' . iii. Comme A est inversible, il en est de méme de la matrice de Gram G et d’aprés
* Supposons que la famille (u1, ug, ..., up) est libre. les questions précédentes, la famille (v1,v2,...,v,) est libre. Comme elle est de
a1 cardinal n = dim(R"), il s’agit d’une base de R™.
(€%
Alors pour tout X = .| € Mpi(R), 5. Soit #; = (w1, ws,...,w,) une base quelconque de R™ et soit G la matrice de Gram de
O; (w1, w2, ..., wy).
P Soit z = Z;;l a;jw; un vecteur de R™.
» a (z | wy)
GX=0& Z ajuj =0 oy =--- = ap =0 (par liberté de la famille) & X =0 as (| wy)
=1 On pose X = . et Z = . deux éléments de ., 1(R).
Donc Ker(G) = {0} et par le th. du rang matriciel, rg(G) = p : la matrice G est On (z | wn)
inversible.
Bilan : ‘ la famille (w1, ug,...,u, ) est libre si et seulement si la matrice G est inversible
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(a) Comme la famille % est une base de R™, c’est une famille libre de R™, donc sa matrice
de Gram G est inversible.
De plus, d’aprés les calculs en 3.a),

<u}17 h aj.wj>
GX = : =7
<wp, i og.ug>

et ainsi X = G~1Z.

(b) Soit encore & € R™, v = Y." | ajw;. Soit i € [[1,n]]. Alors x vérifie la propriété :

J
(V€ Ln] (o|w)=1{ Lsti=J
’ J 0sii#j
0
si et seulement si (avec les notations précédentes), et en notant E; = | 1| le iéme
0

vecteur de la base canonique de My 1(R),
Z=FE & GX=F & X=G"'E & Mats,(z) =G 'E;

Comme un vecteur est déterminé de fagon unique par sa matrice dans une base, il
existe bien un unique vecteur = qui vérifie la condition (x). On note ce vecteur w;.
Ceci étant vrai pour tout i € [[1,n]], il existe donc bien une unique famille B} =

(wi, w3, ..., wy) de vecteurs de R™ telle que :
o . 1sii=j
, 1,n]? 5 wj) =
g e I, (o) ={ 3502
(c) Montrons que la famille %} est libre. Soit (81, -, Bn) € R™ tels que

n
>t =0
i=1

Alors pour tout j € [[1,n]],

<i 6iw;‘; w]'> =0
i=1

n
< Zﬁi (wi, wj) =0
i=1
& fj = 0 par hypothése sur w;

Donc la famille %7 est libre. De plus Card(#;) = n = dim(R"™) donc %} est une base
de R™.

(d) Soit z € R™, x = Z?:1 ajw;. Alors avec le calcul ci-dessus, on voit que pour tout
i € [[1,n]], (z,w}) = o;. Par conséquent la matrice de = dans la base B; est donnée
par :

(@, w)
Matg, (z) =
(@, wy,)
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‘Probléme : autour des lois de Pareto‘ (Vilfredo Pareto, économiste italien 1848-1923)

Partie I

Soit a un réel fixé, avec a > 0. On considére la fonction f, définie sur R par :

a .
fult) = prasy si t>1
0 si t<1

1. (a) La fonction f, est positive sur R, continue sur R\ {1}. Montrons que fj;c fa(t)dt
converge et vaut 1.

Soit A > 1. Alors

1

A a _ 1.4
: taﬁdt*[ft?h*l*E‘)A%Jrocl

Donc f::’ fa(t)dt = 1.

Bilan : ‘ fa est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X ‘

On dit que X suit la loi de Pareto de parameétre a et on note X < VP(a).

(b) Comme X (£2) = [1, +o0[, pour tout = < 1, F,(z) = 0. Pour tout = > 1,
e g 1., 1
Fu(z) :/] ot =g f =1

Osiz<1

Bilan : VzeR,Fa(x):{ I Lain>1
IG'L -

() Pour tout z > 1, P(X > z) =1 — Fy(z) = -%. On en déduit que
P(X>zlN[X>z+y]) PX>z+y) z¢ z¢
P X > a+ty) = Yy _ = ~n
x>a) (X > 2+y) P(X > ) P(X>z)  (z+y® "o

donc on a bien ‘ limy 400 P[X>x](X >4y =1 ‘

La loi de Pareto est une loi "a longue traine”. Par exemple si X est le temps de
vie d’un composant, plus il a vécu plus il a de chances de vivre longtemps (le systéme
"rajeunit”")

a

2. (a) E(X) existe si et seulement si l'intégrale f:r;o t.fa(t)dt = 1+°° t?dt converge. D’aprés
le cours sur les intégrales de Riemann, cette intégrale converge ssi a > 1. De plus si
a>1,

+oo +oo —a . 1 —a+11A _*
E(X) = —dt = a. t7 %t =a. lim | € 1T =
T 1 Astoo —a+ 1 a—1

a

Bilan : | E(X) existe ssi @ > 1. Dans ce cas, E(X) = i
a—

a

(b) E(X?) existe si et seulement si I'intégrale jj’;o 2. fa(t)dt = f1+°° —
D’aprés le cours sur les intégrales de Riemann, cette intégrale converge ssi a —1 > 1

donc ssi a > 2. Dans ce cas,

dt converge.

a
a—2

r+oo r+oo
B(X?) = / B / o = a. lim | 4ot
i ta—1 1 A—rtoo —a + 2
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e Réciproquement, supposons que X suit une loi de Pareto de paramétre a. Comme

puis par la formule de Huygens,
X(Q) = [1;+00[ et Y = In(X), on a Y(Q) = [0;+00[. Donc pour tout z < 0,

V(X)=B(X?) - (B(X))?= —— — (-2 2= 2% 0. Siz>
() = BOX) = (B0 = 5 — (90 = g Fy() = 0. Si 220,
1
i . T\ __ T\ __ p— —ar
) - . , a Fy(x)fP(ln(X)Sx)fP(Xge)7FX(e)7lf(ez)aflfe
Bilan : | V(X) existe ssi a > 2 et dans ce cas V(X) = W D2(a =)
(a—1)*a—2) Donc on a bien Y — &(a).
3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur |0, 1] et R = U-a = oI Comme U(Q) = e Bilan : ‘Si X =exp(Y), X = VP(a) &Y = £(a) ‘
10,1], on a R(€2) = [1; +oo[. Donc pour tout x < 1, Fr(z) =0. Siz > 1, 6. Soient X et X’ deux variables aléatoires indépendantes ot X < VPa et X' — VPd/, de
1 A 1 1 1 densité f, et for.
Fr(z)=P(— <2)=PU= > ;) =PU > ‘L—a) =1-PU< ﬁ) =1- wa On note Y = In(X), Y =In(X’), et on a donc Y < E(a) et Y’ — E(d').
Us =
(a) Comme Y (2) =Ry, (=Y)(Q) = R_. Donc pour tout > 0, F_y(z) =1. Si 2 <0,
On remarque donc que pour tout z € R, Fr(z) = F,(x), ce qui montre bien que| R a la méme loi que X
4 auep #(@) a(@), ceq E ‘ 4 F y(z)=P(-Y <z)=PY >-2)=1-P(Y < —z) =1-Fy(—z) car Y est a densité
Ceci va permettre de simuler X !! donc
Notons qu’il s’agit encore (!!!) une fois de la méthode d’inversion, guidée cette fois-ci... Foy(x)=1-(1-¢e")=e"
4. Le contenu de C est : . ) o N e®six <0
Bilan : |pour tout z € R, F_y(x) = { lsiz>0
X1 X1+ Xo X1+ X0+ -+ X,
(T’ 2 L n ) Cette fonction est continue sur R et de classe C! sur R* donc —Y est & densité, et
La figure illustre la loi faible des grands nombres !! admet pour densité :
Si on considére des variables X, ..., X, indépendants suivant toutes la loi VP(a), qui
o bramc 8 S exl ar ranras 1a loi fai a.e®six <0
admettent méme espérance et méme variance (elles existent car a > 2), d’aprés la loi faible Bilan : |V2 € R, f_y(z) = { ) =
des grands nombres, 0siz>0
X, = 1 iXk 2, BE(X) = a 3 (b) Comme Y et Y’ sont indépendantes, par coalition Y’ et —Y sont indépendantes. De
on = a—1 2 plus ce sont des variables & densité dont les densités sont bornées (par a). D’apreés le
. . . cours, D = Y’ — Y est & densité et une de ses densités est donnée par le produit de
ce qui correspond bien au résultat observé sur le graphique (la courbe en bleu tend vers 1.5) convolution :
: r+00
Vo e R, o) = [ frlt)Fy(e - d:
10 —00
. De plus
’r\'\r«r \,\MH_J R e plus, (>0
' Ea /(t).F_ — = > St >
™ fy(t).Foy(z t)#oc}{xftg() St>0ett>a
1} e ler cas : si > 0 alors
Vvan +o0 +oo
= fp(z) = / d e a0 dt = aa’.e‘”./ et gy
28 x xr
A a ’ A
M IR TR T Tk we T e vew = ad.e™. lim e (gt — qa/ . lim [— e (atat)a
A—+o0 [, AsHoo a4+ ad
= ad.e™® 1 Ef(tH»a’)z
5. Soit Y et X deux variables aléatoires o X = exp(Y). T oa+ad’
a.a  _ .,
e Supposons que Y suit une loi exponentielle de paramétre a. Alors Y () = Ry = iia e
donc X (2) = [1; +o0[. Par conséquent, pour tout z < 1, Fx(z) =0. Sia > 1, . .
e 2¢me cas : si <0 alors
1
—aln(z + +
Fx(a) = P(e¥ <) = P(Y <In(x)) = Fy(In(@)) =1 " =1 o) = [ ettt = ad o [ ey
0 0
i 1
Donc on a bien X < VP(a). = ad .e".—— d’aprés le cours
a—+a
— a.a Lax
T oatad’
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a.ad  axr o
e six <0
e Bilan: |Vz € R, fp(z) =< ot .
- » fo(@) —(ﬁ'&,.e’“’z stz >0

(c) Par conséquent,
P(X <X') = P(n(X)<In(X')=PY <Y
, 0 too 4o
= Y >0)= - aa
PY'—Y >0) ./_0o fo(t)dt /0 —

’ +oo /
_ad e e
= ;- e dt = S = ;
a+a Jy a+a a a+a

e vt

De plus, comme P(X = X') = P(Y'—Y =0) = P(D = 0) et que D est une variable
A densité, P(X = X') = P(D = 0) = 0.

Partie II : autour du minimum

On considére une suite de variables aléatoires indépendantes (Xj)ren=, ot pour tout k € N*,
X}, suit la loi de Pareto de parameétre ajy strictement positif. On note pour tout n € N¥,
Ap =min(Xq, -, Xp).

1. An(Q) = [1;400], donc Vo < 1, Fy, (z) = 0. Soit z > 1.
Fa,(z) = P(A,<1)=1-—Pmin(Xy,---,X,) >1)

n
= 1-P(NM_[Xp>1)=1- H P(X}, > z) par indépendance de X7,---, X,
k=1
= 1- ] - Fx,(2)
k=1
- 1
S | ()
k=1
n
1
= 1-1l =
k=1
1
T partetan

Bilan : ‘ A, suit la loi de Pareto de parameétre a; + -+ + a,

2. Soit m > 2. On considére les variables X,, < VP(ay,) et 4,1 = min(Xy, - Xp_1) <
VP(aj + ... + ap—1) (cf question précédente). Comme X7, ---, X, sont indépendantes, par
coalition ces deux variables sont indépendantes. D’apreés le 1.6.(c), on a alors

an

P(Ap 1> X)) =— &
( 12 Xn) a1+ +ap—1+ap

Mais d’autre part,

[An1 > Xp] = [min(X1, -+, Xno1) > Xp] = min(Xq, -+, Xy) = X))

donc enfin, ‘P(Xn =min(X1, -, Xn)) = ;5%

3. Interprétons le programme :

On effectue 10000 fois I'expérience aléatoire suivante : on simule X, ..., X, de loi de Pareto
(ou X[0], ..., X[n — 1] avec le décalage Python...) de paramétres respectivement 1, 2, ....,
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n et on regarde si 'on a X, = min(Xy,...,X,). On compte le nombre C' de fois on cet
événement est réalisé au cours des 10000 expériences, puis on calcule sa fréquence. Cette
fréquence sera proche de la probabilité P(X,, = min(Xy,---,X,)) (d’aprés la loi faible des
grands nombres). Si n = 100 cette probabilité vaut

100 1 2

= = 100. = — ~0.02
142+---+100 100101~ 7101

P(Xn = m%n(Xl e 7Xn))

donc la valeur renvoyée par 'ordinateur est cohérente avec les résultats précédents.
Partie III : estimations du paramétre a

Soit a un réel fixé, ot a > 0.
Soit (Xj)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Pareto de
paramétre a. On note pour tout k € N*, Y}, = In(X}) et pour tout n € Noun > 3,

i 1 — n—1 a(n—1)
Sp = In( X} Y, =— Y; T, = =
n Z Il( k)a n n Z k> n S, a.S,
k=1 k=1
1. Comme les variables X} sont indépendantes, par coalition les variables Y1, ..., Y, sont in-

dépendantes. De plus, elles suivent toutes la méme loi exponentielle de paramétre a, donc
elles ont la méme espérance % et la méme variance {%2 D’aprés la loi faible des grands nombres,

- P
Y, —

SN

2. (a) aSp = Y j_;aln(Xy). D’aprés le 1.5, comme X}, soit une loi de Pareto de paramétre
a, In(Xy) — &(a). D’aprés le cours, a.In(Xy) — £(1). Par coalition, les variables
a.In(X}) sont indépendantes. Comme £(1) = (1), par stabilité pour la somme de la

loi v, on a enfin | a.S,, < v(n)

D’aprés le cours, une densité de a.S,, est

v R Osiz<0
v €R, fas,(z) = ﬁ.x"’l.c"r = 7(5:11)!.6"’ stz >0
(b) Comme les variables X}, sont indépendantes, par coalition les variables Y71, ..., Y;, sont

indépendantes. De plus, elles suivent toutes la méme loi exponentielle de parameétre a,
donc elles ont la méme espérance % et la méme variance a% D’apres le TCL,

— Y, EY,
Y, Y B 2y
V(Ya)

AN

ot M suit la loi normale N (0,1). De plus,

B(V) = .

donc
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3.

(a) Comme T}, = , on a d’aprés le théoréme de transfert et sous réserve de conver-

gence,

a.(n—1)

Eazy:/%mfiﬁiilﬁﬁan

- t
D’apreés le I1I.1.a on a donc

+oo 1 yn—l .
a.(n—1). = e~ tdt
Jo t(n-=1)

E(Ty)

a(n—1) [T o _ a .
= ﬁ/o "2 tdt = mf(n —1) donc E(T,) existe

= acarI'(n—1)=(n—-2)!

Par conséquent, ‘Tn est bien un estimateur sans biais de a‘

(b) Sous réserve de convergence, toujours d’aprés le théoréme de transfert, comme T2 =

a®.(n—1)?
@Sz
+00 02 (1 _ 1)2
sad) = [ e
+00 n—1
= a’(n— 1)2./ %.ti.e*tdt
b 2 (n-1)!
2 2 1 s
= a’.(n—1) RS t" el dt
a’(n—1)
= W.F(n -2)
a’.(n—1)
T (n-2) (n=3)
_ (n—1).a®
N n—2
D’ou ( Ja? )
_ 2y 2_(n—1)a” H a
V(Tﬂ-) - E(Tn) (E(Tn)) = n_2 a” = n_2

Comme estimateur 7T}, est sans biais et lim;,—, o0 V(T,) = 0, ‘ T, est un estimateur convergent de a

4. D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout € > 0,
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V(Ty) a?
P(IT, — E(Ty)| 2 ¢) < 2 @ P(|T, —a| > ¢) < m-2.a
2 4
C(.)mme1<a<2,0na(nfw_m4
D’ou 4
P(ITy — E(Ty)| <€) 2 P(|IT, — E(T,)| <¢) 21— -2
Avec € = %, ceci donne :
1 1 400
P, — —<a<Th+-—)>1—
T-gsastitqg)2l=073

On a alors 1 — % > 0.95 ssi % <0.05ssin—2> 3%% = 400 x 20 = 8000. Donc pour
n=8002, on a P([T;, — 15 < a < T, + ) > 0.95.

Bilan : ‘pour n > 8002, [T, — %, Tn + %] est un intervalle de confiance de a au niveau de confiance 0.95
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5. On note, pour tout n € Noun >3, Z, = Si" = % et A, = W

(a) Classique, vu plusieurs fois en cours et en TD !!
La fonction ® est continue et strictement croissante sur R, avec de plus
limg oo @(2) = 0 et limy_, oo P(x) = 1. Donc ® est bijective de R dans ]0, 1[. Comme

1—§ €]0,1], |il existe un unique réel t, tel que ®(to) =1—§ ‘
(b) Comme A, =N N,
i < = <
im P(A] < 1) = P(N| < 1)
D’une part,
P(IN| StQ:P(ftagNgta):@(ta)ftb(fta):%b(ta)fl:17%71:170[
D’autre part, A, = ﬁ# — y/n donc
1
[lAn‘ < ta] = H\/ﬁt - \/m < ta]
a.Yy
1 to to 1 to
= =< 2)=-2<—_1<-2
H(LY" - \/ﬁ] [ vn T aly, - \/ﬁ]
to 1 to
= 1-—=<—<14—
[ n = aY, ~ * ﬁ]
1 1
= [ty SaS ]
Vol + 1) (1= L)
S L YL
\/ﬁ+t(¥ n \/Ei la n
Donc finalement,
lim P(ﬂégag Vi .;):1704
n—+o0 \/ﬁ+ |2 Yn \/57 ta Y;L

v 1R 1,
Vitta Y, V-t 'Y,

est un intervalle de confiance asymptotique de a au niveau de risque a.

Bilan : | [
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