Corrigé Planche Oral Probas 3 - ESCP 2014 - Exercice 3.11‘

Exercice principal

On considére une variable aléatoire réelle discrete X définie sur un espace probabilisé (2, A, P) telle

que

ak

ou a > 0 est fixé.

1. Facile : il suffit de vérifier que Y70 P(X = k) = 1.

Dans toute la suite, on désigne par Y une variable aléatoire indépendante de X, définie sur le
méme espace probabilisé et suivant la méme loi que X.

2. On considere la variable Z = X + Y.
(a) Z(Q)=N. Soit n € N

P(Z=n) = Y P(X=KN[Y =n-k)
k=0

= ZP(X =k).P(Y =n — k) par indépendance de X et Y
k=0
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(b) Comme S est bornée (0 < S <1), S admet une espérance. D’apres le théoreme de transfert :
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(c) Calculons E(2) = E(—2).
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Tout d’abord, par raison de symétrie, BE(125) = E(13%).-
On en déduit que
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3. On consideére maintenant la variable aléatoire T' = inf(X,Y") définie par :
pour tout w € Q, T(w) = min(X (w),Y (w)).

(a) Pour tout n € N,

P(X <n) = zn:p(x = k)
k=0
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(b) T(22) =N et pour tout m > 0,

PT>m) = P(X>m]N[Y >m])

= P(X >m).P(Y > m) par indépendance

= (P(X 2m))?

— (- P(X<m— 1)
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D’oul ensuite
P(r'=m) = PT>m)-P(T>m+1)
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Question sans préparation

Soit n € N*, soit A une matrice donnée de M, (R) et soit ¢ : M, (R) — R une application linéaire.
On définit application f : M, (R) - M, (R) par :

Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢(A4) pour que f soit bijective.

On montre d’abord facilement que f est un endomorphisme de M, (R). D’aprés le cours, comme f
est un endomorphisme d’un e.v. de dimension finie, f bijective ssi f injective ssi Ker(f) = {0}.
On remarque que si A =0 alors f = Id donc f est bijective. Supposons maintenant que A # 0.

Soit M € Ker(f). Alors M = ¢(M).A donc M € Vect(A).
Soit M € Vect(A), M = a.A ou o € R. Alors

JF(M) =a.A—ag¢(A).A=(1-¢(A).a.A
o Si¢p(A) =1, alors f(M) =0 et ceci pour tout M € Vect(A), donc f n’est pas bijective.

e Si ¢(A) # 1, alors pour tout M € Vect(A), f(M) =0 ssi M =0, donc Vect(A) N Ker(f) = {0}.
Comme Ker(f) C Vect(A), on a Ker(f) = {0}, f est injective et donc bijective.

Bilan : | f est bijective ssi ¢(A) # 1]




