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Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire définie sur cet espace
telle que, pour tout t > 0, on a P (X > t) 6= 0. On note F la fonction de répartition de X.

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires sur le même espace probabilisé, indépendantes
et qui suivent toutes la même loi que X.

Soit θ ∈ R∗+.
Pour tout ω ∈ Ω, on note Nθ(ω) le plus petit entier k ≥ 1 tel que Xk(ω) > θ.
On admet que Nθ est une variable aléatoire à valeurs dans N.

1. Reconnâıtre la loi de Nθ.

2. Soit x > θ. On définit la variable aléatoire Rθ par, pour tout ω ∈ Ω et k ∈ N∗ :

si Nθ(ω) = k alors Rθ(ω) = Xk(ω)

On admet que Rθ est bien une variable aléatoire à valeurs dans N.

(a) Justifier que pour tout k ∈ N∗,

P ([Nθ = k] ∩ [Rθ ≤ x]) = P

((
k−1⋂
i=1

[Xi ≤ θ]

)
∩ [θ < Xk ≤ x]

)

(b) Exprimer P (Rθ ≤ x) en fonction de F .

(c) Que vaut P (Rθ ≤ x) si x ≤ θ ?

3. Dans cette question, on suppose qu’une densité de X est la fonction définie sur R par

x 7→ 1

π(x2 + 1)
. Montrer que

(
Rn

n

)
n≥1

converge en loi vers une variable à densité

dont on précisera une densité.
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Question sans préparation (ESCP 2024)

Soit (E, 〈 , 〉) un espace euclidien et (u1, ..., um), (v1, ..., vm) deux m-uplets d’éléments
de E tels que:

∀(i, j) ∈ {1, ...,m}2, 〈ui, vj〉 =

{
1 si i = j

0 sinon.

1. Montrer que les familles (u1, ..., um) et (v1, ..., vm) sont libres.

2. Soit p le projecteur orthogonal sur le sous espace vectoriel F engendré par (u1, ..., um).

Montrer que pour tout x dans E, ‖p(x)‖2 =
m∑
i=1

〈x, ui〉〈x, p(vi)〉.
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