Planche Oral Algebre 4 - ESCP 2021 - EX. 1.16

Soit n et p deux entiers de N*. Soit une matrice rectangulaire non nulle A € M, ,(R) a
n lignes et p colonnes.

1. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale ) € M, (R), un entier r € [[1, p]] et des
réels A1, ..., A tels que \y > --- >\, > 0et ‘Q'AAQ = D,
Nsit<r

ou D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux valent d; ; = { 0 sinon

Pour tout entier ¢ € [[1, p]], on note X; la i-éme colonne de Q.

2. (a) Montrer que le rang de "AA est égal & r.

(b) Montrer que pour tout i € [[1,7]], AX; est un vecteur propre de la matrice A*A
associé a la valeur propre \;. En déduire que les matrices A ‘A et ‘AA ont les
meémes valeurs propres non nulles.

(¢) Soit (Uy,---,U,) une base du sous-espace propre de ‘AA associé a une valeur
propre A non nulle. Montrer que la famille (AU, - - - , AUy) de M,,1(R) est une
famille libre.

(d) En déduire que les sous-espaces propres de A’A et TAA associés a la méme
valeur propre non nulle sont de méme dimension et que le rang de A‘A est égal

ar.
3. Pour tout i € [[1,7]], on pose Y; = \/%.AXZ».
(a) Montrer que la famille (Y3, --,Y,) est une famille orthonormée de vecteurs
propres de A'A.
(b) En déduire qu’il existe des vecteurs Y, 1, ..., Y, pour lesquels
la famille (Y1, ---,Y,, Y41, -+, Y,) est une base orthonormée de M,, 1 (R) formée

de vecteurs propres de A‘A.

4. Dans cette question, on suppose que p = n. On note P € M, (R) la matrice telle
que, pour tout i € [[1,n]], la i-eme colonne de P est la matrice-colonne Y;.

Cai i<

Soit A € M,,(R) la matrice dont les coefficients diagonaux valent d; ; = { 0 s/\;nf)lnl J=P

Montrer que A = P.A.'Q.



Question sans préparation

Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.
Reconnaitre la loi de Y = | X | + 1. En déduire E(| X |) et V(| X]).
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