‘Corrigé Planche Oral Analyse 6‘

1. (a) Pour tout A € [0,1], V(z,y) € ]0; +o0[,In(Az + (1 — A)y) > Aln(z) + (1 — A) In(y) par
concavité du In. En posant z = f(t) et y = g(t), les fonctions étant a valeurs stricte-
ment positives sur |0; +oo[, et en passant a I’exponentielle, on a I'inégalité souhaitée.
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D’apres I'inégalité précédente, et I'intégrale / (Af(t)) + (1 = A)(g(t))dt étant con-
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vergente par linéarité, on a par comparaison que / (fF)Mg@®) At converge.
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Par croissance de l'intégrale, on a : /0 (FENMg) Pt < /0 (Af() + (1 —

A)(g(#))dt = 1 d’apres les hypotheses.
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précédente. D’ou : / (o) (1h(t))}~dt converge et est inférieure ou égale a 1, d’oi la
0

2. Posons, pour tout t > 0, p(t) = (le dénominateur étant non nul car I'intégrale

0

est strictement positive) et () = . et 1) vérifient les hypothese de la question

conclusion par linéarité.

3. (a) Yz > 0,T'(x) > 0 par stricte positivité (a justifier avec le programme).

oo

—+00 +
(b) ¥(=,y) €]0,+oo2, T'(Az+(1-N)y) =/ et Ny=letqy =/ (= e ) ¥ teTH) 1 dt,
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ce qui est inférieur d’apres la question 2 & (/ t“’le’tdt> (/ ty’le"'dt> =
0 0

I'(z)*I(y)' ™. On en déduit que G est convexe.

4. (a) Y(z,y) €]0,+00[%, (z+1) = (1 — %)T + %(a: +y), d’ou le résultat par convexité.

(b) Vz €]0,+00], G(z + 1) = G(z) + In(x), d’ot, par la question précédente, %G(w +y) >

In(z) + %G(z), c’est & dire G(z + y) > yIn(z) + G(z). En prenant 'exponentielle, on
a Iinégalité souhaitée.

5. V(z,y) €]0, +o%, (z+y) =Xz + (1= N)(z+1) (x+y € [z,2+1]) avec A\ =1 —y € [0, 1].

Dolt: G(z+y) < (1-y)G(2) +yG(z+1) < (1-y)G(z) +yG(2) +yln(z) < G(z)+yln(z),
d’ou le résultat.

QUESTION SANS PREPARATION

Soit n € N*. On lance 2n + 1 fois une piece équilibrée. Pour tout k € [[1,2n + 1]], soit Ay
l’événement : "le lancer k a donné Pile et on a obtenu (n + 1) Piles a l'issue des k premiers
lancers 7.

1. L’événement Ay est réalisé ssi le lancer numéro k& donne Pile et les k — 1 premiers lancers
donnent exactement n Pile. Notons Xj;_; la variable aléatoire égale au nombre de Pile

obtenus lors des k — 1 premiers lancers. Alors X4 suit la loi B(k —1,1/2). Puis

P(Ak) = P([Xk,l = n] ﬂP]c)
P(Xj-1 =n).P(P;) par indépendance de lancers
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(ce qui vaut 0 sin >k —1).

. La piece étant équilibré, la probabilité pour que le nombre de Pile obtenu au bout des 2n+1

lancers soit supérieur ou égal & n + 1 est égale a % (car proba de nombre de Pile j=n+1

est la méme que proba de nombre de Face {=n+1). Notons A I’événement correspondant.

Alors A = Uzz:LlAb cette union étant disjointe. On en déduit bien que
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