Corrigé des Exercices - Rappels d’analyse

Exercice 1
Sur la fonction Arctan : quelques classiques

1. La fonction Arctan est de classe C* sur R. Pour tout = € R,
2z

Arctan’(z) m

1
R puis Arctan”(z) = —

Par conséquent, Arctan” s’annule et change de signe en 0.

Bilan : | Arctan admet un point d’inflexion en O(0,0) ‘

2. D’apres la formule de Taylor-Young & 'ordre 1 :

Arctan(z) = Arctan(0) + Arctan’(0).2 + 0,0(2) = = + o(z)

Donc | Arctan(z) ~y_0

Autre méthode :
lim Arctan(z) — Arctan(0)

=50 T—0 = Arctan/(0) = 1

Arctan(z) _
Arctan(z)

donc lim,_, 1, ce qui prouve le résultat.

3. Pour tout réel x, Arctan(x) €] — §; 5[ Par conséquent, comme Arctan est la bijection réciproque de la fonction
tan restreinte a | — 7, 5[, on a tan (Arctan(z)) = z.

On a donc pour tout z € R,

sin(Arctan(z)) sin’(Arctan(z))
L L-co(Arctan(a)) _
cos?(Arctan(z))
1 5 . 1
= co(Arctan(z)) =1+ 2% = cos’(Arctan(z)) = 72

1

= | cos(Arctan(z))| =

De plus Arctan(z) €] — 5; 5[, donc cos(Arctan(z)) > 0.

1
Bilan : |Vz € R cos (Arctan(z)) = ———
Exercice 2 exp(2¢?) -1 0
On consideére la fonction f: z +— z siz Montrons que f est de classe C! sur R.
0 siz=0

o La fonction  — exp(22%) — 1 est de classe C* sur R par composée de fonctions usuelles de classe C'. Comme
2+ z est de classe C' sur R mais s’annule en 0, la fonction f est de classe C! sur | — oo, 0[ et sur ]0; 4+o00|.

o Comme exp(u) — 1 ~, 0 u et lim, 0222 = 0, on a exp(22?) — 1 ~, o 222, donc f(x) ~,0 27 et
lim, 0 f(z) = 0 = f(0). Par conséquent f est continue en 0.

e Pour tout x € R*,
_Azexp(22?).x — (exp(22?) —1) (42 —1).exp(22?) + 1

= 2

f'(@)

De plus, le DL en 0 a lordre 1 de exp(u) est exp(u) = u + o(u) d’ou

x? x

Fla) = (42 — 1).(1 + 222 + o(2?)) + 1 _ 4% — 1 - 222+ o(2?) + 1 — 2 o(l)

2 2

Donc lim,_,o f'(z) = 2.
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o Ainsi: f est de classe C> sur R*, continue en 0, avec lim,_,q f'(z) = 2.
f est de classe C* sur R et f/(0) = 2‘

D’apreés le théoréme de prolongement de la dérivée,

Exercice 3
Calcul intégral

124
toutes les autres intégrales.

t
a. La fonction ¢ — L= est continue sur [0, 1], donc fﬂl mdt est bien définie. On montre de méme 'existence de

L dt [11 (GRS Ly (2)
———at = |z In(? =—In
Jo 2 +1 2 072

b.
1
1
/o mdt = [Arctan(t)]} = Arctan(1) — Arctan(0) = %
c.
12 12011 1 1
/ ! dt:/ s Jt:/ 1dt7/ ——1-Z
b 241 y 1 A by 2+ 1 4
! Lo 1/2 L2 s _ Loga 1
tVE+1dt = [ Lt +1) dt =[5+ 1) = 52 —1):5(2\/5—1)
0 0
e. Soitn e N
e+3 1 e+3
In:/ 7dac:/ 3—x) "dx
. B-a) 4 ( )
Sin=1,
e+3
I = / (8 —2) "dr = [~In(|3 — 2|)]5™ = —In(e) + In(1) = —In(e)
Ja
Sin#1,
(3 _ x)—nﬂ (_6)—n+1 (_1)—'n+1
I,=[— g
[ -n+1 li —n+1 + —n+1
f.
[ i = [ = ety
an(x L = X = |— In(]| cos(’
Jo Lar Jo cos(z) v oSzl
= - 1n<§) +In(1) = In(v2) = %m(z)
& © In"(z) 1 1
~In(x _ n+1 e _
/1 x dzi[n+1hl @) n+1
h.

-2

/:1 ﬁdt = [In(] ln(t)|)]§:f =1In(|In(e7?])) — In(| In(e™")]) = In(2)

2V2 1 PRI
/ eV1+32%de = [5(1+ 32%)Y22V2 = 5252 =1)
0

Exercice 4
Intégrations par parties

o La fonction z — 2?sin(z) est continue sur [0; %] par produit, donc l'intégrale I est bien définie. On montre de
méme que les deux autres intégrales sont bien définies.

Posons .
u(z) = a? u(z) =2z
n . —
V'(z) = sin(z) v(z) = — cos(z)
Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, %] on peut donc intégrer par parties :

I= [7.1’2.005(.1’)? +2. /2 2. cos(x)dr = 2. / ’ . cos(z)dx
0 0
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Posons ensuite
u(z) =2 u(z) =1
; — .
v'(z) = cos(z) v(z) = sin(z)
Ces fonctions u et v étant de nouveau de classe C' sur [0; 5], par IPP

I=2z sin(z)]é -2 /02 sin(z)de =7 — 2.[— Cos(z)]é =r—2

Bilan : |1

Posons
u(t) = In’(t) u'(t) =2In(t).
{ - { u(t) = 122

Comme u et v sont de classe C! sur [1, €], on peut intégrer par parties :
t 5 . € 62 e

J=[=In°@)];— | t.In@)dt=—=— [ t.In(t)dt
2 1 2 A

et on doit & nouveau intégrer par parties pour calculer la seconde intégrale. Posons

{ 5’(@)3“) H{ u’(t) -1

avec encore deux fonctions de classe C! sur [1, ¢€].

e? t? ct
J = 57([5 1n(t)ﬁ7./1 5(11‘)
e e e
T2 2 272t
1,¢2 1 e?—1
IR
Bilan :
Posons

u(x) = cos(In(z)) u/(z) = —sin(In(z)).2
{ v(z) =1 - { v

w et v sont de classe C! sur [1;¢7]. Par IPP

K = [zcos(In(x)))]§" + /IF sin(In(z))dz

e

= —"—1 +/ sin(In(z))dx
1
et on procéde a une seconde IPP, en posant :

{ww:m@m>ﬁ{w?:mﬂm»£

v(z) =1 v(z) ==z

avec encore des fonctions de classe C*
.

K = —e™ —1+ [asin(In(2))]{ — /lf cos(In(z))dz
= - -1-K

et on obtient ainsi une équation en K !
D’ou 2K = —(e" + 1) puis
Bilan : | K il

Retenir : s’il n’y a pas de produit dans Uintégrale, on peut essayer de poser v'(z) = 1...
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Exercice 5
Calcul de limite

1. Pour tout ¢ €]0; +oo],

rr1>t=

De plus, > +1 <2+ 2t + 1, d’'ott

1 1

PH1<(t+1)7>=>VE2+1</(t+1)2 = >_—

21 t+1
1 1 1
Bilan : |Vt €0, , —— < <=
ran 10, +o0] t+1 7 V241t

2. Soit x €]0; +o00[. Alors x < 2z. Par croissance de I'intégrale (bornes dans le bon sens), les fonctions en question
étant bien continues sur [z, 2],

2w 2 1 2
—dt < it < —dx
/z t+1dt7,1 \/mdti/z td;r

2z 1
= [+ < / mdt < [In())
2z +1 o

n(2) aprés simplifications

In < dt <1
<I+1)_ . VEE+1 T
2:+l:

Or lim; o0 357 = 2, et par continuité de la fonction In, lim, 40 In(iﬁrll) =1In(2).
Finalement, par le théoréme des gendarmes,

%
Bilan : | lim </ - dt) =In(2)
T—400 = 2+ 1

Exercice 6
Fonctions qui dépendent d’une intégrale

1. Fonction des bornes d’une intégrale
(a) Notons g : t — e'”. g est continue sur R, donc Vo € R, F(z) = ]fl g(t)dt est bien définie. Notons G une
primitive de g sur R. Alors Vz € R, F(z) = G(2z) — G(z).
Comme G est dérivable sur R,  — G(2x) 'est aussi. Ainsi F' est dérivable sur R comme différence de
fonctions dérivables.

vz € R,
F'(z) = 2G"(2z) — G'(z)

=2g(22) — g(v)

_ 284152 _ 812
(b) V& >0, e >1donc F(z) > ffL 1dt (croissance de l'intégrale, bornes dans le bon sens).
F(z) 22—z
F(z) > 2.

Par entrainement lim,_, . F(z) = +o0.

(c) Vx € R,

(2) Posons u = —t¢
(2) t = —t est de classe C' sur R

(3) Bomes { :iI — { 2

T
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(4) du= —dt

(5) edt = e (—du) = —e**du
(6) u > e est continue sur R.
Par changement de variables,

donc la fonction F' est impaire.

On en déduit que lim,—,_, (F(z)) = —o0.
2. Intégrale & paramétre

1
On note Vo € RY, F(z) = / et
0

(a) Soit 2 € R+ un réel fixé. t — e it continue sur [0; 1], donc Vintégrale F(x
donc définie sur R,.

Soit (z,y) € (Ry)*,z <.

Alors Vt € [0,1], xt* < yt?

= ™ < ¥ (croissance de la fonction exp)
— fl e dt < .[;)1 evdt  (bomes bon sens)
= F(z) < F(y)

Bilan : ‘F est croissante sur R.. ‘

vte [31], 221 = e > et/

—
=}
=

o 2 v
F(z) = / et dt :/ e dt +/ e”dt  (Chasles)
. 0

1/2
C (Y2 a2 1 a2 1wy 1 /4 5o - 1 z/4
Or f edt > 0 et [1/26 dt > ‘[1/26 dt = ze*/". D'ot F(z) > zeh

Comme hnlz~>+oo Le#/* = 400 par entrainement, |lim,_, ;o F(z) = +o00

Exercice 7
Le lemme de Lebesgue

Soient a et b deux réels tels que a < b . Soit f une fonction de classe ' sur l'intervalle [a, b].

1. Soit A e Ret z > 0.
1

sin(Az)
z

8

sin(da) _ ()

Comme lim% = 0 par encadrement lim,, o =

2. Posons

{ u(t) = f(t) H{ u(t) = f'(t)
¢ o(t) = Sl

T

u et v sont de classe C! sur [a;b]. Par IPP,

/a " (t) cos(at)dt = [f(t) : M]b _L / "ty sin(a)de

— i) sin(zb) F(a)- sin(za) / £t sin(at)d

D’apres le 1.,

sin(zb) T sin(x
_ -r—+00

limg 400

De plus, Vx > 0,
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f] e dt est définie. F est
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f F'(t) sin(zt)dt| <

f |//(t) sin(zt)]| dt

inégalité triangulaire pour les intégrales, a < b )
%j [f'(t)] - | sin(xt)|dt
if [f(t \dt car |sin(zt)] <1

<

limg o0 - f |f'(t)] dt =0 (intégrale est une constante ici)

donc par encadrement lim,_, ;o fa f'(t) - sin(at)dt = 0.

Finalement, par somme, |lim, o jabf(t) cos(xt)dt =0

Remarque : ce résultat s’interpréte bien graphiquement :

Exercice 8
Fonction dépendant d’une intégrale

Soit f: 2 = f(z) = 1 tlzn_(:)ldt'

On souhaite montrer que f est une application constante.

In(t)
12+1

1. Soit x €]0;+o0[. La fonction g : t —

r) = ffﬁ_ L}:(i)z dt existe bien.

‘Donc f est bien définie sur ]0, +oo[‘

2. Méthode 1 : Notons G une primitive de g sur ]0; +oo|.
Alors Vz > 0,

f(@) = Gla) -

Etant une primitive, G est derivable sur ]0; +oo].
1

cf illustration Python.

est continue sur ]0; +oo. Par conséquent, comme ]z, 1[C]0; +o0],

G(1/x)

De plus & — _ est derivable sur ]0; +00[ et & valeurs dans ]0; +oc[. Par composition, puis différence, f est

dérivable sur |0; +oco[. Pour tout = > 0,

Il
E=]
N
S
N
+
G| =
SSY
N
8| =
~

_ In(x) In(z)
T4y 2?41
=0

Donc f est constante sur |0; +00].

V>0, f(z)=[f(1)= 11 i',‘ﬁ(]f =0

3. Méthode 2 :
(1) Posons u = 1
(2) t — 1 est de classe C* sur ]0; 4-00].
1
u=1

(3)B0mes{§zfﬁ{/ @

u=x

(5) 20 gy = BG) (1) = g,

u?+1

(6) urs ll;(ﬁ est continue sur |0; +ocf.

Par CDV,
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1)z
s = [ 2 = 1)

d'ou  2f(z)=0et f(z)=
Donc Vz €]0; 400, f(z) =0

4. En prenant z = % on a donc f31/3 }E‘Eﬁdt =0.

Exercice 9
Petit exercice - produit de convolution : cf cours de probas plus tard !

Soit f et g continues sur R. On définit 'application f x g sur R par :
Ve eR, fxg(z / f(t).g(x —t)d

1. Etude d’un cas particulier : déterminer f x g lorsque f = g = exp.
On suppose que f = g = exp.
Vo €R, fxg(z) = [ et emTtdt = [ e"dt = ze”

g*ﬂw:Aimvufnw:Aﬂufnmww
(1) Posons u =z —t

(2) t — o —t est de classe C! sur R

t=x u=0
(3)Borncs{t:0 ﬁ{ .

(4) du = —dt

() flz—t)g(t)dt = f(u)g(z —u)(—du)
(6) u > —f(u)g(x — u) est continue sur R.
Par CDV, Vz € R

2. Prouvons que fxg=g* f.

g* f(x /f T*uduf/ Fwg(x —u)du = f * g(x)

Donc g f=fx*g
3. Soit f et g paires. Déterminons la parité de f * g.
Vo e R,

frg(-2)= /{;I ft)g(—z — t)dt

(2) Posons u = —t
(2) t — —t est de classe C!' sur R.

(3) Bomes { izaz — { Zzg

(4) du= —dt

() f(W)g(—z = t)dt = f(=u) - g(— + u)(—du)
(6) u— —f(—u)g(—2z + u) est continue sur R.
Par CDV,

fl
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—/thmw+wm

/ f(u)g(x — u)du par parité de f
=—fxg(z)

Donc : ‘si f et g sont paires alors la fonction f * g est impaire‘

Exercice 10 1
. . . 2z
On note f la fonction suivante f: z — [ IEeD)] t2>dt

1. Justifier que f est bien définie sur R*.

t + 1+ 12 est continue sur R et & valeurs dans [1;400[. De plus 1 +¢*> =1 < ¢ = 0. Donc ¢ — est

continue sur R*.

1n(1+1‘2)

e Soit  €]0; +oo[. Alors 2z €]0; +oo[ et I'intégrale f(z) = f:z ln(t+i2)dt est bien définie.

o Soit = €] — 00,0[. Alors 2z €] — c0;0[ et f(z) = [** Tyt est bien définie.

Bilan : | f est définie sur R*

2. Montrons que f est impaire, dérivable sur R* et calculons f.

* —2

Vz € R*, f(— f 1+f?)dt
(1) Posons u = —t
(2) t — —t est C' sur R.
(3) Bornes { t=—2x N { uw=2z

t=-—x v

(4) du = —dt
(5) n(1+r2)dt mdu
(6) urs m est continue sur [x;2z] ou [2z; z|.
Par

2 1
f(-2)= */Hr mdu =—f(z)

Notons g : t ln(H_,Q) qui est continue sur R*. Soit G une primitive de g sur R*. Alors Vz € R*,

f(z) = G(2z) — G(z). G est dérivable sur R*.

x — G(2z) est dérivable sur R* par composition.
Ainsi f est dérivable sur R* et
vz € R*, f'(z) = 2G'(2z) — G'(x)
= 29(2x) — g(x)
2 1
T In(1+422) In(1+2?)

3. Soit z € R*.

2 1
>
In(1+422) 7 In(1+a2?)
<lh(l1+2?) < In(VI+42?) <In(1+2?)
< V1+422<1+2® (croissance In)
o 14422 <14 222 + 2
St —-22>022(22-2)>0

fl@)20e

(l+41 )
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ro | V2 0 % +o0 M. 4o &
—_— A
z? + + \\\
e —2 + 0 - - 0 + 41-,;/\ p
202 —_— >
’ (21) + 0 - - 0 + 7 7
—_X { B)
Dot le tableau de variations de f : i <
x -0 -2 0 V2 +00 / \
f /<I) + 0 - — 0 +
+o00 +o0 Exercice 11
f(x) \ \ Sommes de Riemann
—o0 —o0 Pour chacune des suites suivantes, démontrer sa convergence et calculer sa limite:

n n—1 n

1 k
( ‘ ‘ Uy = —, = — sin Wy, = PYSIETA
4. (a) Vz €0, +o0], ; [k + n2 Z ( ) ; 2n + 3k

Vit € (x; 2], 2% < t? < 4a?
= In (1 —+ :52) <In (1 +t2) <In (1 +4;r:2)

T I Dvieart ) WL
par décroissance de la fonction inverse sur ]0; 00| o VEn+n S Vit kjn n k=1

1
= <
22) = 2y = 2
In (1+42%) = In(1+£2) = In(1+2%) ot f:tr \/— On reconnait alors une somme de Riemann, associée a la fonction f qui est continue sur [0, 1].

En intégrant (bornes dans le bon sens : z < 2z) : D’aprés le cours,
. 2 hm Uy = / (1t =[2v1+ ]0 =2v2-2
! dt < f(z) < ! dt
- o - Vi
. In(l1+2%) — ~J. In(1+2? 9
A =k kr\ 1Sk . [k «
D’ou puisque l'on intégre des constantes : = Zgin [ 22 - it
puisq g %72712 5111<”) nzn sm( ) ”ka/n
- < f(@) < 2y k=0 k=0 =0
) G ou f:[0,1] = R, ¢+ tsin(rm.t).
(b) v, est une somme de Riemann associée & la fonction f, qui est continue sur [0, 1], donc
z = 2 i v, = [ tsin(r)dt = 1
In(1+422)  In(22(4+ %) " 2In(x) + In(4 + %) oo " T Jo PSmATar =
i ? ) X % Posons ) .
n(z (445 t) =t /(1) =
2+ =% u/( ) . - ®) cos(r.t)
V'(t) = sin(m.t) v(t) = ==
Par croissances comparées, limg, 4o iy = +00, et par ailleurs limg 4o W%) =3 Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0,1]. Par IPP,
Tn(z)
o ) . - 1
D’ou lim, 400 m = +o0 et par entrainement | lim,_, o f(z) = +o00 I = [~ “0*(77 t)]o + 7/ cos(m.t)dt
Par imparité, |lim,_,_ f(z) = —cc T Jo
COS(TF) 1 [sm m.t) ]
Comme lim, o+ 42% = 0, In(1 + 42?) ~,_, 42% (équivalent classique), donc 1 7T1 1
z ¢ 1 = ;+;(0—0):;
(1 +42?) " 42 T 4
e b
Donc |lim,_,¢+ m = lim, o+ ﬁ = 400 3.
i ite, i - = - n.k/n " k/n 1<
Par imparité, lim,_o- f(z) 00. Z oo é}\/ ) _ Z o 3{ v —nx *Zf(k‘/n)
(c) Allure de la courbe représentative de la fonction f : k=1 " k=1 Al [t
ou f:[0,1] » R, ¢t 2+3t Comme f est continue sur [0, 1], toujours d’aprés le théoréme sur les sommes de
Riemann :
t
lim — (k ——dt=J
oo 7 Zf /m) = /O 2+ 3t
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La fonction ¢ — 3= étant continue, positive et différente de la fonction nulle sur [0,1], on a J > 0. Comme

t
243t

Wy, =N X %;f(k/n)

Remarque : nous aurions pt calculer J via la méthode :

1 [f2+3t—2 1 2/ 1
J=- | —/— Zdt=--> | ——dt=..
3/0 243t 3 3/[J 2+ 3t

etc... mais cela n’est pas utile pour déterminer la limite qui est demandée.

Exercice 12
Des intégrales classiques

On note: V(p,q) € N%, I, = f(; 2P(1 — z)idz.

1 Pl
€ 1
Io= [ aPdx = b=——
0 /0 [p+1]° p+1

1. Soit p € N,

2. ¥(p,q) €N,
1 1
Iq-,p:/ $q-(1—$)pd$:/ (1—z).a%dx

0 0
e Posonsu=1—x

o La fonction z +— 1 — z est de classe C* sur [0, 1]

e Bornes 1‘:1*) u=0
"lz=0 u=1

o du=—dx

o (1 —z)Palde =—ur.(1 —u)!

o u— —uP. (1 —u)? est continue sur [0, 1].
Par changement de variables,

0
Ipp=— / uP (1 —u)ldu =1,
J1

Bilan : ‘V(p, q) €N I, = Ip_,]‘

3. Y(p,q) € N2, Ipyrg = fy (1 - 2)ida

Posons
{ u(@)=a { (@) = (p+1).a?

V(r) = (1—x)7 v(r) = _7(1’;);”

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, 1], on peut donc intégrer par parties :

L., [—art! w]l ptl '
P g+l 7 g+1,
p+1
= ﬁ'lp’q+l
Autrement dit : 41
VpeN', VgeN, [, = Zﬁ-fmﬂ
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2. (1 — z)"da

4. On procéde par itérations successives (pointillés) : Vp € N*, Vg € N,

P p p—1
L, = —.I,_ =——1,
i N B IS RIS R et
: p p—1p—2 1 I
T ogtlg+2qr3 grp
p! I
= o,
@+D(@+2)-(g+p) """
- pll2.--- g 7
T o123 qlg+ D). (g+p) T
_plg 1
p+al'p+qg+l
Bilan: |¥(p,q) € N*, I, = 1y
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