Bornes : T t=1 et dt = cos(z)dz.
., . y rz=0 t=0
Corrigé des Exercices - Rappels d’analyse
K = / \/7 cos(x)dx
Exercice 13 1 - sin’(z)
e On pose le changement de variables u = 1+4/z. La fonction x + 1+ 4/ est de classe C* strictement croissante - / /0052 (z) -cos(z)dx

sur [1,4], bijective de [1,4] sur [2,3]. Le changement de variables est donc autorisé.

Bornes : . = ‘11 N 915 = g = /lJ 1dz (car la fonction cos est positive sur [0, £])

du = 5i=dx ou aussi v = (u — 1) donc do = 2.(u — 1)du. =

to 31 Qan -
1 = /7@7:/ —2.(u—1)du M
1 1+ b U

3 3 q Exercice 13 : suites et séries
2./ 1du — 2./ —du =2 —2.[In(u)]3

2 2 U 1. (a) Soit pour tout n € N, H(n) : u, €J0,1].
= 2.(1-1n(3) +1n(2))

T
6

o Initialisation : uy €0, 1[ donc H(0) est vraie.

Bilan : ‘[ =2.(1-1n(3) + In(2)) ‘ e Hérédité : soir n € N tel que H(n) est vraie.
e On pose ¢t = tan(z). La fonction x — tan(z) est de classe C', strictement croissante sur [0, 5], elle est bijective Upg1 =ty — Uy = (1 — up)
de [0, 5] sur [0, 1]. Le changement de variables est donc autorisé. ) o )
r=T P—1 Comme 0 < u, < 1, on a aussi 0 < 1 —u, < 1 donc u,(1 —u,) €]0,1[. Ainsi H(n + 1) est vraie.
. 4 - — 2(
BOHi{z:o ﬁ{t:() et dt = (1+ tan’(z))ds. e Conclusion : |Vn € N, u, €]0,1[
(b) Pour tout n € N, w11 — u,, = *“ﬁ < 0 donc (uy)nen est décroissante. Etant décroissante et minorée, la
J = / Ly " t2 5d suite (u,) converge vers une limite [ € [0, 1].
En passant a la limite dans la relation w,; = u, — u2, on obtient [ = —{*> donc > =0 et [ = 0.

/n 1+tan (1 + tan2(z))? (1 tan(z))da n—+o0 Un
2. Notons, pour tout n € N, S, = >0 ui.
/0 1+ tan?(z) tan?(

n

k=0

Sp = E Uk — Uk+1 = U — Un+1
" cos 2(x)dx
0

Donc limy,—, 400 Sn = up.
Bilan :

2, in2 (0 b
car 1+ tan?(z) = 5@ 4 s — L pyisque sin?(z) + cos(z) = 1.
( cos?(@) " cos?(z) ~ cos?(x) ) ) la série 3, o u? est convergente et >/ %% u? = ug ‘

Ainsi J = fog cos?(x)dz. 1l faut ensuite lindariser cos?(z). On sait que :

3. (a) Notons pour tout n € N, T, = Y7 Y1)
cos(2z) = cos?(x) — sin®(x) () L ’ k=g In( Uk )
1 = cos®(z) +sin’(z) n
T, = Eln(ukﬂ) — In(uy) = In(upq1) — In(up) (télescopage)
donc 2 cos?(z) = cos(2z) + 1 et cos?(x) = (1 + cos(2z)). Par conséquent, k=0
1 Ed Comme lim,, {00 Uns1 = 0, on en déduit que lim,, 1o 1), = —00.
J = 5(/ ldx ""/ cos(2z)dz) Bilan : |la série de terme général ln(“"“) est divcrgcnto‘
0 0
= Ll (b) In(*222) = In(*252) = In(L = ) ~oossoc —tty
% 4 1 2 car 111117HJroo —u, = 0. Done u, ~p_ioo 71n( e ).
= 5(% +3) Par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, les séries 35 o u, et — 32, oo In(“*) sont de
méme nature. D’apreés le 3.(a), la série ), u, est donc divergente.
Bilan : . - -
Sran Bilan : ‘la série 37, o un est divergente
e On pose ¢ = sin(z). La fonction z — sin(z) est de classe C', strictement croissante sur [0, Z], bijective de [0, Z] Exercice 15 : DL

sur [0, 3]. Le changement de variables est donc autorisé.
1. D’apres la formule de Taylor-Young, appliquée a la fonction In, en a = e a l'ordre 3 :

In(z) = In(e) + In'(e).(x — €) + ln”(e)A@ + ln(3)(e)A% +0pse((x — €)*)
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Orln(e) =1,1n'(e) = L, In"(e) = =% et In® () = 2. On en déduit que
1 2, 1 8 8
CZ.(Z —e)f+ 3@3'@ —e)’+o((z—e)°)
Autre méthode : on pose x = e + h, alors
In(z) =In(e + h) =In(e) + In(1 + E)
e

Rappelons le DL de In(1 +¢) en 0 & 'ordre 3 :

t2 t3
In(l+t)=t— PR o(t?)

Comme lim,HO(%) =0, on en déduit que. :

hy h h B

n(l+=-)==—-—+— 3
n( +e> e 2€2+363+0(h)
et enfin
ho Rh? h3 : 1 1 ; 1 . .
In(z) = In(e) + T 5 t3a +o(h®) =1+ E(x —e) — @(1 —e)? + g(x —e)® + 0pse(( — 3)%)

2. Le DL de cos(z) en 0 a l'ordre 3 est
22
cos(x) =1— % + o(2*)

Le DL de exp(u) en 0 a l'ordre 3 est :

u?  u? 3
exp(u) = 1+u+§+g+o(u‘)
Comme lim,_,o —z = 0, on en déduit que
2?2 2P .
)l 3
exp(—x) T+ 3 5 +o(z”)
et par produit,
]2 I‘Z 1.3
glz) = cos(z).e™ = (1- " +o().(1-2+ 2% + o(z?))
2 3 2 P
= l-g4+——-"= = - 3
T+ 3 G 3 + 3 + o(z?)
.’L'3 P
= 1—$+§+o(x“)

Exercice 16 : Formule de Taylor et série

1. t — 1 —¢ est de classe C* sur | — oo, 1[, a valeurs dans |0, +oo[. Comme la fonction In est de classe C* sur
10, +00[, on en déduit par composition que ¢ — In(1 —t) est de classe C* sur | — oo, 1[. Pour tout ¢ €] — oo, 1]

1 , . B
f'(@) 1 ') =g =—-1-1)7
O =20-0"(-1)=-20-1  fO)=-60-t)"*
fO®) = —24.1-t)° etc...
Soit pour tout k € N*,
H(k): Vie]—oo] O =KD
M T ) (1—t)k
o Initialisation : si k =1, V¢ €] — o0, 1],
1 0!
!
[ R ——
1) 1—t (1—1t)
donc H(1) est vraie.
Attention, H(0) est fausse !
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o Hérédité : soit k € N* tel que H (k) est vraie : Vt €] — o0, 1],

70 = 7% = —(k—1DL(1—t)"*

d’ou en dérivant :
FEDE) = —(k — DL(=k).(1 =) (=1) = -

donc H(k + 1) est vraie.

e Conclusion : |Vt €] —o0,1], f®(t) = 7(({":;));

2. Soit z € [0, 3] et n € N*.

e La fonction f est de classe C* sur [0, z]

o Vit €[0,z],
n! n!

‘,f(nﬂ)(t) == 1- t)n+1| = NG

Comme ¢ € [0,%], on a

1 1
Sl—t§1=>(§)"+1§(l—t)"+l§1$0§m§271+1

[T

par croissance de la fonction ¢ — ¢"™ sur R et décroissance sur R} de la fonction inverse.
e D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange, applique a f en 0 a l'ordre n,

0|n+1

~ f9(0) e
[f(x) *; Tl <(I*[)>k‘ <2t W

Dou :

n f(k)(o) " on+l gntl

|In(1 —z) —In(1) — ] <

2 U= T
= |In(l-2)— ]Z:; _{k=- et —kll)’xk‘ < ((ZTIT;!
= |In(1—2) +kz:; k\ < ((Zi)n;;,
3. En prenant z = %, d’apres le 2.,
““(%) = k412‘v" < (n+1 i
Comme lim,, | m = 0, par encadrement,

I
i D gt hlg) =0

done limy, 106 Y py ﬁ = —1In(1/2) = In(2) et lim, 100 S, = In(2).

Bilan : ‘la série de terme général 4r est convergente et et & =1n(2)
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Exercice 17 : DL et calcul de limites

1 1 ~ In(1 4 =) — sin(z)

sin(z) In(1+x) sin(z). In(1 + z)
o sin(z).In(1 4 z) ~,0 22 (équivalents classiques)

2
In(1+2)—sin(z) =z — % +o(2%) — (z + o(2?)) = 7% +o(2%) ~pyo —
e Par quotient d’équivalents, on en déduit que
1 1 |
sin(z) W(l+z) 0 22 2
Bilan : |lim, .o ﬁ(r) — ln(fiﬂ) = 7%
b.
I T
r  sin(z)
o rsin(x) ~yg 22
* 3 3
() e 3 LT
sin(z) —z == TR + o(x”) ~40 5
e Par quotient d’équivalences,
sin(z) — x T,
z.sin(x) w0 g 0
Bilan :
c.
1 1 z—(e"—1)
et —1 x (=1
o (e* —1).2 ~, 0 2° (équivalents classiques)
¢ 2 2 2
r—ez+1:z+1—(1+$+5+0(952)):—?+0(12) ~as0 T
e Donc par quotient, on obtient aisément que eflj — i ~z0 75
Bilan : |lim, .o (Jlj — i 7%
d.
In(l—z) 1 In(l-2)+=z
2 +o= 2
z z z
—)? 2 22
In(l1-z)+z=(-x)— ( 2) +o(a®) + 7= -5+ 0(z?) ~o0 2
D’ou
In(l —z) +4 1
o ~as0 T3
Bilan : |lim,_ W =-1
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Exercice 18 : Taylor

1. Soit € R. On considére l'intervalle I, = [—|z|, |z|]. La fonction exp est de classe C* sur R et
vtel, |exp’(t)| = et < el

par croissance de la fonction exp sur R. Comme = € I et 0 € I, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée
a la fonction exp en 0 a Pordre 2 et sur l'intervalle I,

2 2
exp(z) — exp(0) — exp’(0).x ge"".x—@ e'—1—xa| < L el
2 2

Remarque : I = [—|z|, |z|] est un intervalle intéressant car il contient & la fois 0 et z, et il est facile de majorer
Jexp” | sur cet intervalle.

2. Soit f:t— (1+1)Y% Ry - R.

f est de classe C* sur R,. Pour tout t € Ry,

=40 g =
7 = =30+ O

Soit « € Ry un réel fixé. Pour tout ¢ € [0, z],

31+
= 21+1t)7

1<14t<142 = 1<(1+H7?<(142)7? par croissance sur R, de la fonction ¢ — 7/3

= m <1 par décroissance de la fonction inverse sur ]0; +oo[
10

3)

= 1) <

[F2 @1 < o7
D’apres la formule de Taylor-Young appliquée a f sur [0,z], a I'ordre 2 :

/1.2 T — 3
|f(@) = £(0) = £(0)-2 ~ f0).5| < %-‘ 3!0|

Bilan : ‘Vﬁt ER, [VI+o—1—3ax+32? < %:1:3‘

Exercice 19 : suite, série

1. Soit a € R. Pour tout n € N*|

1
u, = exp(nln(l + —)) = exp(v,)
no

1 _

e Sia >0, alors lim, ;o 5z = 0. Par équivalence classique,

1
In(1+ ;) Snoteo Lo
is v _1
PUIS Uy ~pstoo ja-1-
Sia > 1 alors lim,, 1o v, = 0 puis lim,, 400 u, = 1.
Sia =1 alors lim, 00 v, = 1 puis lim,, o0 u, = €.
Si0 < a <1 alors lim,, 4o v, = 400 puis lim,, o0 uy, = +00.
e Sia=0alors u, =2" =, . +00.

e Sia <0 alors on a facilement lim,, oo u, = +00.

1 sia>1
Bilan : |lim, ,jou, =¢ € sia=1
400 sinon

2. Sia < 1, limy, o0 u, — 1 = +00 donc la série est grossiérement divergente. Si v = 1, lim, 4oty —1 =e—1#0

donc la série est grossiérement divergente. Si o > 1,

1

o
Up —1=€" =1~y i Un ~nstoo 7
n

par équivalence classique puisque lim,, , « v, = 0 dans ce cas. On reconnait une série de Riemann, qui converge
ssi @ — 1 > 1 donc a > 2. Par critére d’équivalence (séries a termes positifs), on peut enfin en conclure que :

Bilan : ‘la série Y (u, — 1) est convergente si et seulement si a > 2‘
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Exercice 20 : formule du bindéme négatif : un classique !!! Soit r € N et = €]0, 1].

1. (a)

<7> :ﬁ:%ﬂ(nfl%%n*f“)

N ~nopoo T

Or
n—1m~pi0n
n—r+leop,ion
d’ou par produit d’équivalents (r termes), n(n—1)--- (n—7+1) ~, 100 n". D'ou, % étant une constante,

n n
r) n—+oo T

pH2gn = o2 () gnln@)
enIn@)+(r+2)In(n) _ cn.[1n(z)+(r+2).wl

. . . In(n N
Par croissances comparées, lim,, “f:’) =0dou

In(n
lim In(z)+ (r +2). n(n) =1In(z) <0 car z €]0,1]
n—+00 n
Dot limy, 4o n.[In(z) 4+ (r + 2).1"5:’)] = —o0 et par composition lim, enn(@)+(r+2). 0] _

Bilan : [lim, o n

d’apres le (a) et le (b).
Ainsi (f)z” = 07H+Oc("%)4
Comme la série anl 7%2 converge (Riemann, o = 2 > 1), par critére de négligeabilité pour les séries a

termes positifs, ‘ la série de terme général (:)7" (:onverge‘

2. (a) So=>11"% ()" =S gn = L : série géométrique avec |z| < 1.
(b)
1-2)Ss = (1—x) f g
A ' r+1
n=r+1
_ § ( n >In_+zoc < n >xn+l
WS+l WSl
= n X -1
= " — " ¢s changement d’indi
Z (r+ 1)95 Z <r+ 1)9@ aprés changement d’indice
n=r+1 n=r+2
_ r+1 n—1
<T+1> +Z <T+1> <r+1>]
n=r+2
D’aprés le triangle de Pascal, (:‘I) + (”:1) = (r+1) d’out (r:l) - (:‘;11) = (":1) et
1 = (n-1 n
(1—2)S,41 = 2™ + Z T
n=r+2 r

400
} n\ |, indi
— gty < )xnn en changeant d’indice
E r

n=r+1

+00

[LAPRS] ;

= E 2" en rentrant le premier terme dans la somme

r
n=r

= .5,
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Ainsi | (1 — 2)S,41 = 25,

Remarque : pour tout 7 € N, S,y; = 1%-.5, : (S,) est une suite géométrique de rai

T

(c) D’apres le cours sur les suites géométriques, pour tout z €]0, 1[, pour tout r € N, |5, = ()5 = m

e
d’apreés le 2.(a).

Exercice 21 :

1. On montre par une récurrence facile que pour tout n € N, u,, < (%)".11,0.

2. La série ), 5(2)" est une série géométrique convergente (car [1/2| < 1). Par critére de comparaison des séries

a termes positifs, ‘la série de terme général u,, est convergente‘

Exercice 22 : autour de la série harmonique alternée

1. Soit n € N. Les fonctions f : x —
sont correctement définies.

“setg:x— 2) > sont continues sur [0, 1] donc les intégrales I, et J,

1+1 (1+1

1
s
ID:./U T2 dzf[Auz‘an(t)][l):Z

! 1 In(2)
I = =[zIn(1+2Y))} =
1 /0 1+x2d1‘ [2 n(1l+ z%)], 5

3. (a) Pour tout « € [0,1], 14+ 22 > 1, donc (1 +2%)? > 1 et 0 < g(z) < 2". En intégrant entre 0 et 1 (bornes
dans lordre croissant), on trouve que

o1 n+1 1
oang/x"dr:[I o=
0 n+1 n+1

Comme lim,_, 4« —— = 0, on trouve par encadrement que |limy, o0 Jn = 0
+00 1 ) +

(b) Posons
u(z) = H% u(z) = 7(1f%)2
V(z) =a" - v(r) = 22
ntl
Comme u et v sont de classe C! sur [0, 1], on peut bien procéder & une IPP et
n+1 2 1 n+2
I, = [7]0 / B
(n+1)(142?) n+1fy (1+a2)?
1 2

n = Jn+2

2(n+1) Jrn+1
(c) On a déja vu que lim, ;o J, = 0, donc par somme avec la relation ci-dessus lim,,_, 1o, I, = 0. De plus,

1 1
—_— —J,
Q(TL i 1) n+2)

L, = 1

1+

. 1 P 1 1
Comme lim,, 400 1 + 7 Jng2 = 1, on en déduit que I, ~p 5100 STy Yn—oe 3n-

4. (a) Vn e N* Vz e Ry,
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(b) En intégrant entre 0 et 1 (fonctions continues),

n

1 1 1 1 Zn
/ Z(fx)k’ldfﬂ:/ d9€+(71)”“/ dx
0 = o 1+=z o 1+

n 1 1 .n
—2)*dr = In(2 / R
& Z/U( z)* " tdx = In(2) + A T2

k=1
- (—)k /1 "
& — =1In(2) + d
kz::l[ 7o =1n(2) T
n (,1)k+1 /1 "
& — =1In(2) + dx
; k O A

(c) Soit e €]0,1] et J, = [ .

On pose u = /z. La fonction x — /z est de classe C! sur [e, 1], strictement croissante sur cet intervalle,
bijective de [e, 1] sur [/€, I. Ce changement de variables est autorisé¢ et

1,241
JF:Z/ ﬁdu
veltu

D’ou, les fonctions intégrées étant continues sur [0, 1], on obtient en passant a la limite quand € — 0,

1 n
x
dr = 2.15,
/0 1+z v 2l

Bilan :_[S, = In(2) + (=1)" .21, 4]

D’aprés ce qui précede, lim,, o0 S, = In(2). On en déduit quelasérie Y-, -, (7]7);“ converge et ZZ;"; (71:“ =1n(2)

Remarque : il s’agit de la série harmonique alternée :

(d

=

() Sp—In(2) = (=1)"*1.2L5,11. Comme I ~p 00 35,

1 1

Donit ~Mnosioo 57537 “notos T
2n+1 —+ 2<2n+1) —+ An

(—yr+!
2n

Bilan : | S, —In(2) ~;i00

Remarque : ce dernier résultat précise la vitesse de convergence de S, vers In(2).
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