Devoir d’entrainement d’analyse - septembre 2025

‘Exercice 1 : un développement en série entiére‘

On considére la fonction indéfiniment dérivable ¢ définie sur [0, 1] par p(x) =

1.

2.

11—z
(a) Pour z € [0,1[, ¢(z) = (1 —2)7%/2 et on en déduit que ¢'(z) = 3.(1 — 2)~%2 puis
#w) = 31 - 2) 5
(b) Soit ¥n € N, la propriété :
@n) 1

H(n) :"va € [0,1[, ") (2) = 7 W
. — T

e Initialisation : si n = 0, pour tout = € [0,1], %ﬁ = ¢(x) donc H(0) est
"(1-x)2

vraie
e Hérédité : soit n € N tel que H(n) vraie :

pour tout x € [0,1[, ™ (x) = %(1 - .”E)Jn’;l. D’oil en redérivant :

| 2n
P @) = ZOL L) ) 1
_ (@n)!' 2n412n42 1
T 4nplt 2 '2”"‘2.(17.7:)%
(2n+1)! 1

4ntl(n 4 1)!'(1 _ x)%

Donc H(n + 1) est vraie.

e Conclusion : |Vn € N, Va € [0, 1], o™ () = f,f:z,!%
Ya—o) B

Soit n € N et 2 € [0,1[. La fonction ¢ étant de classe C* sur [0, 1], on peut appliquer la
formule de Taylor avec reste intégral & ¢, entre 0 et x, a l'ordre n :

n

xk T ()"
pla) = 3057+ /O = e )

k=0

soit avec les résultats de la question précédente :

n 2k
) g T =" ()
VneN, Vo € [0,1], p(x) =>_ ~Klx +/0 A O

4k
k=0
. (k) | <
puisque £ k!(O) = (131?' = (Zlf )
3. (a) VkeN,
2k+2\  (2k+2)! 2k +2)(2k+1) (2k\ _ 2(2k+1) (2K
k+1)  (k+1)l(k+1) (k+1)2 k) k+1 \k
(b) Soit pour tout n € N, la propriété : H(n) : " (2:) < 4™". Montrons par récurrence que
pour tout n € N, H(n) est vraie.
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o Initialisation : sin =0, (8) =1 =4° donc H(0) est vraie.

e Héredité : soit n € N tel que H(n) est vraie. D’aprés la question prédécente :
2n+2\ _ 2(2n+1) (2n
n+l)  n+1 n
On remarque que 2(3;7?11) < 2(3;7?12) =4 et par HR., (2:) <47,

Dot (2::12) < 4"* et H(n + 1) est vraie.

e Conclusion : |Vn € N, (2:) < 4n

—t
4. Montrons que : Vz € [0,1[,Vt € [0,2],0 < % <z

Soit & € [0, 1] un réel fixé. On considere la fonction f : ¢ — =L qui est définie sur [0, z]. Cette

fonction est dérivable sur [0, ] et pour tout ¢ € [0,z], f'(t) = 7(1(71’5);)(; =t = (11:52 <0.

Cette fonction est donc décroissante sur [0,z]. Comme f(0) = x et f(z) =0, on en déduit

—t
bien que | Vz € [0,1[,Vt € [0,z],0 < % <z

. Pour tout z € [0, 1], pour tout ¢ € [0, z], on a dans un premier temps, d’aprés 1.(b) :

(CL’ — t)n (n+1) f (l — t)n (271"‘ 2)' 1
7 () | ntl ] 2013
n! nl o Amti(n+ Dl - )™

T—t, (2n+2 1 1

= . . 1)—s———
Sy <n+1> 0+ V) Fr

1 1
< o n+1 n+ = _Qapres s .
< "4 TS, '(17t)3/2d aprés 3.b et 4
1
< 2t
s (n+ae (1—1)3/2

En intégrant, les bornes étant dans le bon sens (0 < z) :

T (I _ t)" T 1
< (n+1) < (4 1). n./
0< /0 i t)dt < (n+1).x . =02 t)3/2dt

D’une part, foz Wdt ne dépend pas de n. D’autre part lim,_,4oo(n + 1).2" = 0 :
on reconnait le terme général d’une série géométrique dérivée convergente (avec décalage

d’indice) ou |z| < 1 donc ce terme général tend vers 0. Par encadrement, on obtient le
résultat souhaité.

Bilan : | lim / @w("ﬂ)(t)dt =0
0 n

n—-+o0o .

. D’apres le 2.,

> @r’“ = (@) - /0 (=2 gt gy

n!

2k
D’ou d’apres la question précédente, limy 400 Y p_g (4%_)3* = p(x).

()

4n

Bilan : pour tout z € [0, 1], la série de terme général

+oo 2k
DL LI R

o 11—z

2™ converge et
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7. def S(n,x): Dot ‘ (2n+3)an+1 =1+ (n+ 1)a,

S=0 1 1 . 1
a1 #premier coeff de la somme (e) P(iur tout n € N, apy1 = s+ %an Donc aussi pour tout n > 1, a, = T T
S 1.
X=1 #valeur de x**0 Inrlfnl .
. D’ou le programme suivant :
S=axX #premier terme de la somme
for k in range(1l,n+1): def a(n):
a=(2x%k+1) /(2% (k+1) )*a #on calcule le coeff suivant u=0
X=X*x #on calcule x**(k+1) for k in range(l,n+1):
S=S+a*X u=1/(2xk+1)+k/ (2%k+1) ¥u
return S y=u
2. Etude de l’absolue convergence de la série
Pour tout x € R, pour tout n € N,
Exercice 2 - intégrales et séries‘ 1 9 || " 2|
<ap < < aplp]" < ———
n+1 n+1 n+1 n+1
e Si |z| > 1 alors on obtient E < \z\ = < aplz|™
. +1 =t n+1 = On
1. Etude de la suite (an)nen Comme la série de t.g. - +1 d1ve1ge (série harmonique), par critére de comparaison
(a) Pour tout ¢ € [0,1], t2 < ¢ donc 1 +12 < 1 +¢. (séries a termes positifs), la série de t.g. |a,2”| = ap.|z|" diverge.
De plus, (t—1)2 > 0& 2t <142 e Si |z| < 1, alors la série de terme général Ir\l converge En effet, 2‘:”_‘1 = On—stoo(x)
(b) Soit n € N. Pour tout ¢ € [0,1] on a par croissances comparées. Comme la série de t.g. 2 converge (Riemann, a =2 > 1),
142 1 par critére de comparaison (séries a termes pObltlf{a) la série de t.g. an|x|™ converge.
n
= 2 )< on ol +t)" e Bilan: ‘la série de terme général u, () est absolument convergente si et seulement si |z| < 1 ‘

7 A 3 A « q —~ .
D’ou en intégrant avec les bornes dans le bon sens (0<1) : 3. Somme de la série pour —1 < z < 1.

"1 1
1
/ t"dt < a, < on (1+¢)"dt (a) Question pas si facile ! Si quelqu’un a trouvé plus efficace, je suis preneur !
0 0 Soit z € [—1, 1] un réel fixé.
Or fol thdt = [t;:i](l) = n%_P et On remarque que pour tout ¢ € [0,1],
. ) 3 1 1
/1(1+t)"dt:[(1+t)”+11:2n+1— 1 2—1:—1'15225(1—1') & §+§z—xt220
0 n+l % n+l n+l
d Considérons la fonction ¢ : [0,1] = R,
onc
Locge 2 1 poe L1 12
a - : —+-z—
n+1~= """ n+1 27(n+1) 7 272°7°

don “ La fonction ¢ est dérivable sur [0, 1] et sa dérivée vaut ¢'(t) = —2xt, du signe de —z.
n+l — +

e ler cas : sixz >0 alors

,_‘

(¢) Comme limy,_, 400 % = 0, par encadrement lim, 1o a, = 0.
(d) ap = f, 1dt = 1. ,t 0 1
Soit n € N, apt1 = fol(%)”“dt. (1) —
Posons ) ) Lz
u(t) = (B W(t) = (n+1).4. (155" (t) T
V() =1 v(t) =t 2
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1]. Par intégration par parties, Ainsi pour tout ¢ € [0,1], ¢(t) = 1?' Comme z <1, 1 —z >0 et donc ¢(t) > 0.
142 . 142 e 2éme cas : six <0 alors
ane1 = [t il (n 41 / "t
= B — ) [ R s 1
1 2 2 7
1+t -1 1+t t
- 172(77/+1)/ 1A=L Ay, AUl +
0 2 2 1—z
1 2 1 2 t 2
1+t 14t o(t) L
= 172(n+1)/(%)"+1+(n+1)/( +2 )" dt 5t
0 0
= 1-2n+1)aps1 + (n+ 1a, Donc pour tout ¢ € [0, 1], p(t ZH—IZ()carxzfl.
+ 2
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e Finalement, dans les deux cas : V¢ € [0,1], ¢(¢) > 0, ce qui montre que 1l s’agit de bien gérer l’enchainement des questions dans ce type de calcul !!!

vte (0,1, 2—z—at?>3(1-2)>0 (d) Comme |z| < 1, on obtient
La deuxiéme inégalité étant évidente puisque z < 1. n g
(b) D’aprés ce qui précéde, pour tout ¢ € [0,1], 2 — 2 — zt> > 0. La fonction ¢ — 5—2— Z )< ————
P ; : . . 2wt 3(n+2)(1—=2)
est donc définie et continue sur [0,1] en tant que fonction rationnelle définie sur cet k=0
1
intervalle. Par conséquent l'intégrale f(x) = /0 Fy—— dt est bien définie. Comme lim,, 400 m = 0, par encadrement lim, 4 uk(z) = f(x) : la série

. . de terme général u,(z) converge et sa somme vaut :
(¢c) Soit n un entier naturel. g n(2) g

i. Laissons nous "porter” par les calculs... +oo /1 9
0

n > up(e) =
S = Yot
k=0

(e) .D’aprés la question précédente, I'écart entre f(z) et ), up(z) est inférieur & m.

Z / 1 1+ 2 Vedt.a® D’ot le programme suivant, pas si effrayant que ca, dans lequel on utilise la fonction a
de la question 1.(e) :

22—z —at?

Z/ (I+xt2 ) dt x=float (input ("Entrer x : "))
p=int (input ("Entrer p : "))
S=0
1n 2
t
= / (I +2ac Ve dt par linéarité de lintégrale n=0
0 2o while 8/(3*(n+2)*(1-x))>10~(-p)
_ z+zz2 n+1 + 212 n=n+1

dt car

#1 (d'aprésle 3.a!) S=S+a(n)*x"n #on rajoute le nouveau terme de la somme

_ z+zt2)
print(8,"Valeur approchée de f(x) a 10~(-p) prés : ")

1 1 (z+21t2)n+1
/ N zﬂng — / 1 (2P dt encore par linéarité
2

1 1 2
2 1+t
/ D pm— T 2 / — 2,(;“ ) dg
0 T —at 0 2—x—uxat 2

0

ii. On en déduit que

n 1 2
2 1+¢
_ . = | n+l P S G n+1dt
Su) = et [ o ()
e 2 1+ 01
< et /0 \m(T)m' | dt (inégalité triangulaire)
1 2
2 1+t
< \x|"+1/0 m.(+T)"+1 dt car 2 —x —xt? >0 d’aprés 3.(a)
4 P14 3
< JJotl 7 Pyl i car 2— o — a2 > (1 —
< |z 3(1—1)/0( 5 ) car T—x 72( z)
4 P14+t
< \w|"+l.m4/o (%)”Jrl dt car 1+t> <1+t daprés 1.
Or
1 Lt \n+2
14+t = 2 1 2
[Ehma=ptE o= 2o <
0 2 n+2 n+2 (n42).2"t2 ~ n+42
D’oti en reportant ci-dessus :
n
4 2
_ < n+1.7.7
> (@) < o] 301—2)n+t2
k=0
8|I|n+1

3(n+2)(1—ux)
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