Corrigé du DM n°® 3 -

pour le mardi 7 octobre 2025

‘Exercice 1 : un endomorphisme de C (R)‘

1. (a) La fonction f est continue sur R.
Donc pour tout = € R, Pintégrale T(f)(z) = ff“ f(t)dt existe bien. Ainsi
T(f) est définie sur R.
De plus, comme f est continue sur R, elle admet une primitive I’ sur R. Alors
pour tout z € R,
T(f)(x) = F(z+1) - F(z)
Comme F est primitive d'une fonction continue, F' € C}(R). On en déduit que
T(f) est de classe C! sur R. De plus,
Yz € R (T(f))(z) = f(z+1) - f(z)
(b) Soit f 'application telle que Vo € R, f(z) = sin(27.z). Pour tout = € R,
rx41
T(f)z) — / sin(2r.4)dt
= [—i cos(2m.t)])= T
27 ¥
1
= —2—.(cos(27r..r +2m) — cos(2m.x))
T
= 0 par périodicité du sinus
Ainsi T(f) est I'application nulle : T'(f) = Oz(g).
2. (a) Soit (f,g) € E? et a € R. Alors a.f + g € R, et pour tout = € R,
z+1
Tafto) = [ af+oi
R a1
_ a./ Ft)dt +/ g(t)dt
= aT(f)(z)+T(9)(z)
et on en déduit que T'(a.f + g) = a.T(f) + T(g) donc T est linéaire.
D’aprés ce qui précede, pour tout f € E, T(f) est de classe C}(R) done T'(f)
est continue et T'(f) € E.
Bilan : ‘T est un endomorphisme de F ‘
(b) En considérant la fonction du 2., z +— f(z) = sin(27.z), nous avons vu que
T(f) =0. Ainsi f € ker(T') mais f # Ogg) : T n’est pas injective.
Par ailleurs, pour tout f € E, la fonction T'(f) est de classe C* sur R. Il existe
donc des fonctions g € E n’ayant pas d’antécédent sur R : il suffit de prendre
une fonction qui est continue mais pas de classe C! sur R, par exemple la valeur
absolue.
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3. Soit F' = Ry[z]. On rappelle que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(a)

(a)
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Soit P € F : il existe (a,b,c) € R? tels que pour tout ¢ € R, P(t) = at®+ bt +c.
Alors pour tout z € R,

z+1
T(P)(z) = / at® + bt +c dt
1 1
= [ga.t?’ + 5.bt2 + ct]z

3 1 . 1 1
(z+1)%+ ib(x + 124z 4+1) — ot~ ibIQ —cx

1
—a.
3 3

1 1
= ga‘(?;x? +3z+1)+ §b.(2x +1)+c

et la fonction obtenue est bien un polynéome de degré inférieur ou égal a 2. Ainsi
T(P)eF.

Bilan : | F est stable par T'

Comme F' est stable par T', on peut considérer U I’endomorphisme induit par
T sur F.
En reprenant les calculs précédents, on obtient que :

U(fo) = T(fo) = for UGR)=T(R) = fitgfor U =T() = fot 5. fo

Ainsi

1/2 1/3
1 1
0

1
A= Mate(U)= |0
0 1

Cette matrice A est triangulaire inférieure sans 0 sur la diagonale. Elle est donc
inversible et U est bijectif. Ainsi U est un automorphisme de F'.

De plus, cette matrice étant triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux, donc Sp(U) = {1}.

Supposons A diagonalisable. Alors il existerait une matrice inversible P telle
que
A= P.Diag(1,1,1). Pt = PIP ' =1
Absurde car A # I !!
Donc A n’est pas diagonalisable.

Bilan : ‘U est un automorphisme de F', mais U n’est pas diagonalisable‘

4. Pour tout a € R, on définit g, 'application ou Vo € R, g,(z) = exp(az).

Question Préliminaire

i. h est continue sur R* par quotient. Par équivalence classique ¢*—1 ~,_,¢ u,
donc lim,_,o h(u) = 1 = h(0), donc h est aussi continue en 0.
Donc h est continue sur R. On obtient sans probléme : lim,_, o h(u) =0,
et par croissances comparées lim,_, o h(u) = +00.
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ii. Par quotient de fonctions dérivables avec le dénominateur qui ne s’annule
pas, h est dérivable sur | — oco; 0| et sur ]0; +o00[. Pour tout z € R*,
e.ox— (e —1 e“(x—1)+1
Wy = €21 _ el

xr2

T

donc A'(z) est du signe de e*(z — 1) + 1.
Notons pour tout = € R, ¢(z) = e*.(x — 1) + 1. La fonction ¢ est dérivable
sur R et pour tout z € R,

Pa)y=e"(z—1)+e" =z.e"

Donc Ve € R_, ¢'(x) <0 et Vo € Ry, ¢'(x) > 0.

La fonction ¢ est donc décroissante sur | — oo, 0], croissante sur [0; +o00] et
elle admet donc pour minimum ¢(0) = 0. Par conséquent, la fonction ¢ est
positive sur R (et méme strictement positive sur R*). On en déduit pour
tout € R*, W'(z) > 0. La fonction h est donc strictement croissante sur
] — 00;0][ et |0; +oo[. Etant continue en 0, on en déduit qu’elle est stricte-
ment croissante sur R.

Finalement, h est continue et strictement croissante sur R, donc bijective
de R sur Jlim,—,— o h(2); lim,— 400 A(x)[=]0; +o0].

(b) Soit a € R.

~
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e ler cas : supposons a # 0.
Pour tout x € R,
1 et —1 e*—1

1
T (@) = [~ atjz+1 _ Z. arta _ ar) _ % — G
(9a)(2) = "5 = —(e ) =——e —9a(®)

Ainsi T(g,) = eaa’l‘ga‘ On en déduit que g, est un vecteur propre de 7'
associé a la valeur propre h(a) = %

e 2¢me cas : supposons a = 0.
Alors gy est la fonction constante égale a 1. Pour tout z € R,

Tmmm:/zlwzlzw@

Done T'(go) = go : go est un vecteur propre de T associé a la valeur propre

1 = h(0).

Bilan : pour touta € R,

ga est un vecteur propre de T associé a la valeur propre h(a) ‘

Comme la fonction h est bijective de R sur ]0; 0o[, pour tout réel strictement
positif A, il existe a € R tel que A = h(a) donc A est une valeur propre associée
au vecteur propre ¢g,.

Par conséquent, |tout réel strictement positif est une valeur propre de 7'

Remarquons que 7' est un endomorphisme d'un e.v. de dimension infinie, il
est donc possible que 7" ait une infinité de valeurs propres.

Soit n € N et B = (go, - ,9n). Comme P'application h est injective, go, ..., gn
sont des vecteurs propres de T associés a des valeurs propres h(0), h(1), ..., h(n)
deux & deux distinctes. D’apreés le cours, la famille B est libre.
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|Exercice 2 : un exercice sur la trace]

1.

(a) D’apres le cours, application ¢r est une forme linéaire sur .4, (R), c’est-a-dire

une application linéaire de ., (R) dans R.

Ainsi Im(¢r) C R et Im(¢r) est un sous espace vectoriel de R.

Ainsi : dim(Im(¢r)) < dim(R). Donc : dim(Im(¢r)) € {0,1}.
=1

tr(I,) =n # 0. Ainsi Im(¢r) # {Og}. Ainsi, dim(Im(¢r)) > 1.

Bilan : |dim(Im(¢r)) = 1
Im(¢r) C R et dim(Im(¢r)) = dim(R) donc : | Im(¢r) =R

(b) D’apres le théoréme du rang,

dim(ker(Tr)) = dim(.#,(R)) — dim(Im(7'r)) = n* — 1

(¢) Tout d’abord,

dim(ker(Tr)) + dim(Vect(I)) = n* — 1 + 1 = n? = dim(#,(R)) (i)
Montrons que ker(tr) N Vect(I) = {0.4,@)} en procédant par double inclusion.

o ker(tr) et Vect(I) sont des sous-espaces vectoriels de ., (R), donc
{04, } C ker(tr) N Vect(I)

e Soit M € ker(tr) N Vect(I). Montrons que M = 0,4, ®)-
M € Vect(I) donc Ja € R tel que M = al.
M € ker(tr) donc tr(M) = 0. Ainsi ¢tr(af) = 0 donc an = 0.
n # 0 donc o = Og donc M = 0,4, ®).
Ainsi ker(tr) N Vect(I) C {0.4,®)}

e Par double inclusion : ‘kor(tr) NVect(I) = {0.4,®) } (i) ‘

Bilan : d’aprés (i) et (ii), on a bien ‘ker(TT) ® Vect(I) = M, (R) ‘

2. Soit f Tapplication qui, & toute matrice M de M, (R) associe f(M) = M + tr(M)I
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(a) (i) Montrons que f est linéaire . Soient (M, M) € (M, (R))? et a € R.

FOMy+ady) = (M + aMy) + tr(M; + aMy)T
= M+ aMs + (tr(My) + atr(My)) I par linéarité de la trace
= M+ tr(M)I + o (My + tr(M)I)
= [f(M)+af(Ms)
Donc f est linéaire.
(i) Soit M € #,(R). Montrons que f(M) € M,(R).
Tr(M) € R donc, M + Tr(M)I est une combinaison linéaire des matrices I et
M. Ainsi M + Tr(M)I € #,(R), donc f(M) € #,(R)
Grace a (i) et (ii),

f est un endomorphisme de ., (R) ‘

(b) f(I) =TI+ tr(I)I = (n+1)I.

Par ailleurs, n +1 € R et I # 0.4, (r)

donc ‘ n + 1 est une valeur propre de f. ‘

De plus, I est un vecteur propre pour f associé a la valeur propre n + 1.
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(c) Soit B € ker(tr).
f(B) =B +tr(B)I = B car tr(B) = Og.
On a montré que dim (ker(¢r)) = dim ( #,(R)) — 1 =n? — 1.
n > 2 donc n? > 4 donc dim (ker(tr)) > 3 > 0.
Ainsi, il existe une matrice By € ker(¢r) non nulle.
ainsi By # 0.4,) et f(Boy) = Bo.

Donc : ‘ 1 est une valeur propre de f ‘

(d) On amontré que 1 et n+1 sont des valeurs propres de f. Par ailleurs, n+1 # 1.

1 € Sp(f) donc |dim (E,41(f)) > 1

On a montré que VB € ker(tr), B € Ey(f). Ainsi ker(tr) C Ei(f).
Donc dim (ker(tr)) < dim (E;(f)). Ainsi ‘ dim (Ey(f)) > n? — 1.‘
Par somme : dim (Ey(f)) + dim (E,1(f)) > n2.

Donc dim (Ey(f)) + dim (E,41(f)) > dim (4,(R)).

On a donc fait le plein de valeurs propres.

Par ailleurs, grace a l'inégalité sur les dimensions des sous-espaces propres :

n? < dim (By(f)) + dim (Epia(f) < Y dim (Bx(f)) < dim (#,(R))
N———

AE€Sp(f) —n2

donc : dim (E1(f)) + dim (En11(f)) = Xoyesp(p) dim (Ex(f)) = dim (4, (R))
Bilan :
I’endomorphisme f est diagonalisable,

Sp(f) ={1,n+ 1}, dim (E,11(f)) =1 et
dim (B, (f)) =n?—1

(e) Comme 0 ¢ Sp(f), f est un automorphisme de .7, (R).

3. Soit J une matrice non nulle de 91, (R) dont la trace est nulle.

Soit g l'application qui, a toute matrice M de 9, (R) associe g(M) = M + tr(M).J.

On admet que g est un endomorphisme de 9, (R).

(a) P(g) = gog — 29 + Id 4, (w).-
Montrons que gog — 29 + Id 4, ®) = 0.2(.z,(®)-
Soit M € 4, (R)
(909 =29 + Id 4, ) (M) = g(g(M)) —2g(M) + M

=g | M+t —2(M +tr(M)T)+ M
~——

R
=g(M)+tr(M)g(J) — M — 2tr(M).J car g est linéaire

= M+ tr(M)J +tr(M) | J+tr(J)J | — M —2tr(M)J
=0

= 0.1,
Bilan :

(b) P=X2—2X +1 a pour unique racine 1. Comme Sp(g) C {racines de P},
Sp(g) C {1}
Par ailleurs, g(J) = J et J n’est pas la matrice nulle donc 1 est une valeur
propre de g. donc {1} C Sp(g)
Par double inclusion : Sp(g) = {1}

Bilan : ‘ 1 est la seule valeur propre de g.‘

—
o
~

Montrons par I'aburde que g n’est pas diagonalisable.

On suppose que g est diagonalisable.

g est supposée diagonalisable donc il existe une base B” de .#,(R) dans la
matrice H € #,2(R) est diagonale avec sur la diagonale les valeurs propres de
g c’est a dire 1.

ainsi H = I,2. Ainsi g = Id4,®). Or on sait que g(I) = I + nJ, mais
nJ # 0.4, donc g(I) # I Ainsi g # Id 4, ) ce qui est absurde.

Bilan : ‘ g n’est pas diagonalisable . ‘

(d) Soit F' un sous-espace vectoriel de Ker(Tr). Soit M € F. Alors
g(M) =M +tr(M).J =M€ F

donc F est stable par g.
(e) Soit G un sous-espace vectoriel de M, (R) tel que J € G. Soit M € G. Alors

g(M)=M+1tr(M).J G
car M € G, J € G et G est stable par combinaison linéaire (c’est un sev).

Comme ir(J) =0, on a Vect(J) C ker(tr). Comme dim(ker(tr)) =n?—1>1
(car n > 2), il existe bien une matrice B de trace nulle telle que B ¢ Vect(J).

Soit H = Vect(I, B). Montrons tout d’abord que la famille (I, B) est libre. Soit
(o, B) € R? tels que a.] + 8.B = 0. Alors, par linéarité de la trace,

tr(a.l +8.B) =0 a.tr(l)+p.tr(B) =0 an=0ca=0

d’ou f.B =0. Comme B #0, 5=0.
Ainsi la famille (7, B) est libre, il s’agit donc d’une base de H et H est bien un
plan vectoriel.

—
-
~

On raisonne par l’absurde pour montrer que J ¢ H.

Supposons que J € H. Alors il existe (o, ) € R? tels que J = a.] + 8.B. D’on
tr(J) = a.n. Comme J est de trace nulle, « = 0. D’oa §.B = J. Mais comme
B ¢ Vect(J), on a forcément 8 = 0. Absurde car J n’est pas nulle.

Ainsi J ¢ H.

On raisonne par l’absurde pour montrer que H n’est pas stable par g.
Supposons que H est stable par g. Comme I € H, on a g(I) € H. Or

1 1
gI)=1+nJ e J= E.g([)—;.[eH

ce qui est absurde car J ¢ H.
Ainsi H n’est pas stable par g.

le polynéme X2 — 2X 4 1 est un polynéme annulateur de ’'endomorphisme g. ‘ Bilan : | H est un plan vectoriel ne contenant pas A, et H n’est pas stable par g
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