Conception : emLyon business school

MATHEMATIQUES APPROFONDIES

Mercredi 23 Avril 2025, 4 heures.

Solution.

On suppose, pour toutes les questions en langage Python, les bibliothéques usuelles déja importées sous leur
raccourcis habituels.

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
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Probléme 1

Partie 1 - Une suite d’intégrales

On introduit les deux suites réelles (I),)n>0 et (J,)n>0 définies par

1 1
vweN, L= [a-frd e J= [ -y
0

-1

1. Justifier que, pour tout n € N, les intégrales I,, et J, sont bien définies et exprimer J, en fonction de I,,.

Solution. Soit n € N. La fonction h, : t + (1 — )" est continue sur [0,1] (et sur [~1,1]) en tant que
fonction polynomiale. Les intégrales I, et J, sont donc bien définies. De plus, h, étant aussi clairement

paire et Uintervalle [—1, 1] symétrique, on a immédiatement J,, = 21I,,.

2. Calculer Iy.
1
Solution. Calcul immédiat : Iy = / dt = 1.
0

3. Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante.

Solution. Soit n € N. On a , par linéarité de I'intégrale,

1 1 1
Iy —Iny1 = / (1 —tz)”dt—/ (1— )" de :/ t2(1 —t3H)"dt > 0
0 0 0

par positivité de l'intégrale, car, pour tout ¢t € [0, 1], t2(1 — ¢2)™ > 0. Ainsi, (I,,) est bien décroissante.

4. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que, pour tout n > 1,
2n

I =
" oan 41

In_1.

Solution. Soit n > 1. On commence par écrire que :

1 1 1 1
L= [a-era= [a-eyia- [ea-fria=to - [ ea- o
0 0 0

0

O

O

On va faire une IPP sur l'intégrale du membre de droite. Soient u et v les fonctions polynomiales (donc de

classe C') définies sur [0, 1] par

{u’(t) = —t(1—t)"! W{ u(t) = 51—t
v(t) =t =

Par IPP (licite au vu de ce qui précéde), on a

—/th(l—tQ)n—ldt = i(1—752)” —/11(1—t2)”dt
0 N 2n 0 0 2n

1
= —]
omn "
1 )
Au final, on a obtenu I, = I,,_1 — Z—In. Mais
n
1 1 2n
I,=1,1——I, <— L(l+—|=1, 1 <~ [,=——1I1,_
n n—1 2nn n(+2n> n—1 n 2n+1n17

ce qu’on voulait.
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5. En déduire, par récurrence, que, pour tout n € N,

(2"n!)?
(2n+1)!

n
puis donner la valeur de J,.

Solution. Procédons comme demandé par récurrence.
X Initialisation. Pour n = 0, on a déja calculé Ip = 1. Or,

(200!)2 _12_1
2xo+1)! 1 7

et la formule est bien vérifiée.
X Hérédité. Soit n € N fixé. On suppose la formule vraie au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par la Question 4., et par hypothése de récurrence, on a

2n+2, _2n+2 (2"n!)?
2n+3""  2n+3(2n+1)!
2n+2 2n+2 (2"l)°  (2(n+1)% (2"

2n+2 2n+3(2n+1)! (2n+3)2n+2) (2n+1)!
(27 (n+ 1))
2n+1)+ 1)

In+1 -

La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie, par principe de récurrence, pour tout n € N.
On en déduit que
2
(2"n!)
VneN, J, =2——.
T T (2n+ 1)
O

6. Informatique. Compléter alors la fonction Python ci-dessous pour qu’elle calcule et renvoie la valeur de I,,,
ol n est en argument.

def I(n)
i=1
for k in ...........

return i

Solution. On utilise la formule de récurrence de la Question 4. pour calculer les termes de la suite par
récurrence. Cela donne 'un ou l'autre des programmes suivants, selon la maniére d’exprimer la relation de
récurrence.

def I(n) : def I(n)
i=1 i=1
for k in range(l, n+1) : for k in range (n)
i = (2*k)/(2xk+1)*1 i = (2%k+2)/(2*k+3)*i
return i return i

7. On admet la formule de Stirling : n! ~ 2mn (E)n Montrer que J,, ~
e

n—-+o0o n—-+o00

=B
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Solution. On utilise la formule de Stirling admise. On remplace chaque factorielle par I’équivalent donné par
celle-ci. Pour n — 400,

S (2n!)? A" (n!)?
" (2n +1)! (2n + 1)!
2 % 4" x 2mn x (2)*" 27 (2n)(2n) e
- 2 (2n + 1) (2ntl) T 2r(en + D20+ 1)2(2n + 1)
Or,
2n o1 27 N 27 _ T
2n+1 7\ f2r(2n+1)  /27(2n) n
et

2n
on - onln (14 ) ) = on (ol — e
my1) —FPLTH o)) TP\ 2, T\ no ©

Au final, on a bien
n

Partie 2 - Des polynémes orthogonaux

Dans toute cette section, on considére, ’espace vectoriel R[z] des polynémes et, pour un entier n > 2 fixé, son
sous-espace vectoriel R, [z] formé des polynomes de degré inférieur ou égal & n dont on note B,, = (e, €1, .., €x)
la base canonique.

8. Montrer que 'application

Rlz] x Rlz] — R
1

(P.Q) — / P(HQ(1)dt
1

définit un produit scalaire sur R[z].
On notera (-, -) ce produit scalaire et ||-|| la norme associée.

Solution. On vérifie les conditions du cours.
X Symétrie. Soient P, () € RiX ]. Alors, par commutativité du produit de réels,

1 1
(P.Q) = / PO)Q(t)dt = / Q) P(t)dt = (Q, P)
] ]

et I'application est bien symétrique.
X Bilinéarité. Soient P,Q, R € R[X] et A\, u € R. Par linéarité de l'intégrale, on a :

1

1
OP+urQ) = [OP+pm©QDI = [(OP) + kRE)Q
1

1 1 1 1
= [ AP®)Q®)dt + [ uROQW)At = X [ PO)Q@)dt + | RE)Q(t)dt
Jrroavas | Jroaoes |

= MPQ)+ u(R Q)

Ainsi I'application est linéaire a gauche et comme elle est aussi symétrique, elle est linéaire & droite et

donc bilinéaire.
X Positivité. Soit P € R/ X]. Pour tout ¢ € [-1,1], P(t)? > 0. Par positivité de I'intégrale, (P, P) > 0.
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X Définie-positivité. Soit P € R(X]. L’application ¢ — P(t)? est continue et positive sur [—1,1]. Ainsi,
1
(P,P)=0 < / PPH)dt =0 < (Vte[-1,1], P{#)*=0) < (Vte[-1,1], P(t)=0).
-1

Or un polynoéme avec une infinité de racines (tous les réels entre —1 et 1) est identiquement nul. On a
bien
(P,P)=0 <= P=0

et lapplication est définie-positive. C’est bien un produit scalaire sur R[X].

O
9. Les polynémes de B, sont-ils deux & deux orthogonaux pour ce produit scalaire ?
Solution. Non ! Si k # £ et k + £ pair, on a
1 1 9
(er, €q) = /_1 th e = 2/0 th e = Py all
donc ey, et ey ne sont pas orthogonaux pour ce produit scalaire dans ce cas. ]

On définit ensuite application u sur R, [z] par u : P+ u(P) ot u(P) est la dérivée de la fonction polynomiale
x + (1 —2?)P'(z). Par abus de notation et pour alléger la présentation, on s’autorisera a écrire

u(P): x> ((1- 562)P'(ac))/.
10. Montrer que u est un endomorphisme de R,,[z].
Solution. Soit P € R,[X]. L’application z — P’(x) est polynomiale, de degré¢ inférieur ou égal a n — 1.
L’application z + 1 — 22 est polynomiale de degré 2. Par produit, I'application z + (1 — 22)P’(z) est
donc polynomiale de degré inférieur ou égal & n — 1 4+ 2 = n 4 1. Par opération de dérivation, I’application
x +— u(P)(x) est bien polynomiale de degré inférieur ou égal & n + 1 — 1 = n donc u est bien a valeurs

dans R, [X]. Montrons qu’elle est linéaire. Soient P,Q € R,[X] et A, u € R. Par linéarité de 'opération de
dérivation, on a (pour tout z € R)

u(AP +pQ)(z) = ((1-2%)(AP + Q) (x))’
= ((1=2) QP +pQ)(@)) = (1= 2 (\P'(@) + pQ (2)) + (1 = 2*) AP"(z) + pQ" ()
= A1 =2®)P'(2) + (1~ 2*)P"(2)) + p (1 -2*)Q (2) + (1 - 2°)Q"(2))
= MA=2))P' (@) +p((1 —2°)Q(2)) = Mu(P)(x) + pu(Q)(x)
et u est bien linéaire donc un endomorphisme de R, [X]. O
11. a. Montrer que u(eg) = 0 puis que u(e;) = —2e;.

Solution. Par définition, comme ef; = 0, on a immédiatement u(ep) = 0 puis comme ¢} =ep:x+ 1, 0n a
(pour tout = € R)

uley)(z) = (1 — 22) = 22 = —2¢(2)

et le résultat attendu. n
b. Soit k € [2,n]. Montrer que u(er) = —k(k + 1)eg + k(k — 1)egx—o.
Solution. Soit k € [2,n]. Observons que €}, = kep_1 et ejeg—1 = e. On a alors (pour tout = € R)

ulep)(z) = ((1—a2®)kep_1(x)) = —2kzep_1(z) + (1 — 2H)k(k — Dep_a(x)
—2kep(x) + k(k — 1)eg—2(x) — k(k — 1)ex(x)
= —k(k+ Dek(z) + k(k — 1)ep_a(z)

comme attendu. O

c. Déduire des deux questions précédentes le spectre de u ainsi que la dimension de chaque sous-espace
propre.
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Solution. Les deux questions précédentes permettent d’écrire la matrice de w dans la base canonique B,
qui est alors triangulaire supérieure ce qui permet de lire ses valeurs propres sur sa diagonale ; en effet,

on a
0 0 2 0 0
0 -2 0
0 -6 :
M = Mat(u, B,,) = 0 —k(k+1) 0
; ' n(n —1)
: . 0
0 .. .. e —n(n+1)

On en déduit que Sp(u) = {—k(k+ 1) : k € [0,n]}. L’application x — —x(z + 1) étant injective (sur
R, ), les valeurs propres sont toutes distinctes : un théoréme du cours permet de conclure que u est
diagonalisable et que chaque sous-espace propre est de dimension 1. ]

12. Montrer, a l’aide d’une intégration par parties, qu’il existe une base orthonormale de R, [z] formée de vecteurs
propres de u. En déduire 'existence d’une base orthogonale de R, [z]| formée de vecteurs propres de u pour
lesquels le coefficient du terme de plus haut degré vaut 1. On notera £,, = (Lo, L1, ..., L,,) cette base.

Solution. On va montrer que u est symétrique, ce qui permet, par théoréme spectral de conclure & la premiére
partie de la question. Soient P,Q € R, [X]. Notons, pour f et g les fonctions polynomiales (donc de classe
Cl) définies sur [—1, 1] par

{f’(t) = (1-)P' (1)) W{ f&) = (1—)P'(1)
g(t) = Q) gt = Q)

On a, par IPP (licite),

1 1
(W(P),Q) = / W(P)(OQ(t)dt = / (1= ) P'(£)Q(t)

-1 -1

1
— [1-B)PBem]:, - / (1 - )P/ ()Q (1)t

1

1

_ _/ (1= 2)P'(£)Q'(¢)dt.

-1

Cette expression étant symétrique en P et ) (c’est a dire qu’on peut échanger les roles de P et @ et garder
la méme expression), on en déduit que (u(P), Q) = (u(Q), P) = (P,u(Q)).

Ainsi, u est bien symétrique et diagonalisable dans une base orthonormée constituée de vecteurs propres de u.
En divisant chaque terme de cette base par son coefficient (forcément non nul) de plus haut degré, on a une

famille qui reste orthogonale (car chaque vecteur de la nouvelle famille est colinéaire a celui de ancienne) et
encore constituée de vecteurs propres de u. O

On admet que, quitte G réordonner les termes, la famille de polynomes (Lo, L1, ..., Ly) ainsi construite est
telle que, pour tout k € [0,n], (Lo, L1, ..., Lr) forme une base orthogonale de Ri[z]. On pourra utiliser cette
observation dans la suite du probléme.

13. Soit m > n un entier. Soit f € R,,[z] un polynome.

a. Montrer qu'il existe un unique polynome T, € R, [x] tel que

— T,/ = min —qll.
If =Tull = min If =]

n
Montrer qu'il existe (co, ..., c,) € R*! tel que T, = Z crpLg.
k=0
On précisera, pour tout k € [0, n], 'expression de ¢ en fonction de f et de Ly.
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Solution. Notons p, la projection orthogonale de R[X] sur R, [X]. D’aprés le cours, on sait que :

Tn =pu(f) = min ||f—g|! = |f =Tl
gER, [

11 suffit donc de prendre T,, = p,,(f) et ce choix est unique. On exprime la projection orthogonale a I’aide
de la base (Lo, ..., L) (la base ( )0 e étant une b.o.n de R, [X]), on a :
S n

- Lk Lk
T, = 7
kzzo<f rLkr>||Lk||
L
2L
<f7Lk>
A .

On a alors, pour tout k € [0,n], ¢; =

n
b. Montrer que ||f — Tol* = [IfII> = > cill Lell*
k=0
Solution. On utilise Pythagore. Comme f = f —T,, + T, et que (f — T, T,) = 0 par définition de la
projection orthogonale, le théoréme de Pythagore donne

A1 = 11 = Tall® + 1Tl

ou encore, (la base ( Li ) étant une b.o.n de R, [X]), on a :
1Lk ) 0<ksn
If =Tull* = I - HT I
2
— 1P =3 ()
kZO Ll

n
IFI2 = el Ll
k=0
ce qui est bien la formule demandée.

O

14. On considére, pour tout k € N, les polynémes Py, : x ~ (22 — 1)¥ et Q) = (Qk est ainsi obtenu en
dérivant k fois Py). En particulier, Qo = Péo) = P.

2k)!
K

a. Montrer que @ est un polynéme de degré k et que son coefficient de plus haut degré vaut

Solution. Soit k € N. La formule du binéme donne :
k
k L
Pe=3) ( )(—1)'c Tea;.
=0 N
Le terme de plus haut degré de P est egr. Or eg,? =2k(2k —1)...2k — k + 1)eg— = %ek. On a bien

que Q) est de degré k de coefficient dominant (2 k)'. O

b. Expliciter les polynémes Qg, Q1 et Q2.
Solution. On applique la définition. Pour x € R.

X Pour k=0, on a Py(z) =1 et donc Qp(x) = Péo)(x) = Py(z) = 1.
X Pour k=1, 0on a Pi(z) =22 — 1 et donc Q1(z) = Pj(z) = 2.
X Pour k=2, 0on a Py(z) = (22— 1)? = 2* — 222 + 1 et donc Qz(x) = P (x) = 1222 — 4.

c. i Montrer que, pour tout k € N, pour tout x € R : Py(z)P}(z) = 2ke; (x) Py ().
7



Solution. Soit k € N. Pour € R, on a P/(z) = 2kz(2? — 1)*! = 2kei(2) Py_1(z).
Py P;._1 = P, on a le résultat.

Comme

O

ii. Soit k € [0,n] fixé. En dérivant, a l'aide de la formule de Leibniz, la relation précédente a ordre

k + 1, montrer que :
Vr € R,

(1 —2?)Q}(x) — 22Q)(x) + k(k + 1)Qx(z) = 0.

En déduire que @ est un vecteur propre de u associé & la valeur propre —k(k + 1).

Solution. On commence par observer que, pour tout z € R

=1, sij=0 PMD QU sij=0
: j 2z, sij=1 —j B
0, sij>3. P,E)sz, sij=2

Il suit qu’en appliquant la formule de Leibniz a I'ordre k41 & Py P/, on a d’une part, pour tout = € R,

N (k1) S (R 1 ) =)= (LY S0y, i)
(PLPy) (z) (TR ()P, @)=Y (" . | ()P, (z)
i=o N 7 i=0
k(k+1)

= (22 = 1)Q{(z) + 2(k + 1)zQ)(z) + 2

Qr(x)

2
= (2" - 1)Qi(z) + 2(k + 1)zQ}(x) + k(k + 1)Qx(x).

D’autre part, en observant que

| z, sij=0 | ) _ o e
vieN, @)= 1 sij=1, e Pé’““”={P’“ w_g i)
- PY =Qp sij=1
0, sij=2. k k> J

et en appliquant maintenant Leibniz au membre de droite de la formule obtenue & la question précé-
dente, on a
k+1

1
2" (k j 1) kel () P (@) =23 (k j 1) ke (@) P ()
Jj=0 j=0
= 2kxQ(x) + 2(k + 1)kQr(x).
On obtient alors que
2kxQ,(z) + 2(k + DkQx(z) = (z* = DQ)(x) + 2(k + 1)2Qj(z) + k(k + 1)Qx(z)

ou encore

(PP (@) =

(2% = 1)Qk(2) + 22Q}(2) — k(k + 1)Qu(z) =0 <= (1 - 2*)Q}(z) — 22Q}(x) + k(k + 1)Qr(z) = 0

ce qu’on voulait !
Cette derniére égalité se réinterpréte comme u(Qy) = —k(k + 1)Qxk.
Donc @y vecteur propre de u associé a —k(k + 1).

k!
= Qe

(2k)!

Solution. La remarque qui suit la Question 12. permet de voir que chaque Ly est de degré exactement
k ((Lo) for une base de Ro[X], (Lo, L1) forme une base de R;[X], etc...).

Soit k € [0,n]. On a montré a la Question 11.c. que le sous-espace propre associ¢ a —k(k + 1) était
de dimension 1 et que (Lg, L1, ..., L) formait une base de R,,[X] constituée de vecteurs propres de
u ; il existe donc nécessairement un entier j tel quel @y et L; sont colinéaires. Or, deg(Qy) = k et
deg(L;) = j donc j = k.

Comme Ly, est unitaire (c’est a dire de coefficient dominant égal a 1) et que le coefficient dominant
de Qy est (2k)!/k!, on a nécessairement que

Qr =

Conclure que, pour tout k € [0,n] : Ly

(2k)!
k!

821
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d. Montrer par récurrence que, pour tout £ € N, on a :

/ §® Y

=0

V(f,g9) € Rlz] x Rz

<.

j [f(k—l—j)(t)g(j)(t) i

1
1k / RCTRLON

Solution. On procéde comme demandé par récurrence. Introduisons, pour k € N la propriété Py, :

N
—_

1
/ Fom
-1

Y(f,9) € Rlz] x R[x

<
Il
o

(-1 [ D00

[ 11 090t

X Initialisation. Montrons que Py est vraie. Soit (f,g) € R[z] x R[z]. La plage de sommation du
terme de droite étant vide, la somme correspondante vaut 0 et on a bien

[ o= .

X Hérédité. Soit k € N fixé. Supposons que Py, soit vraie. Soit (f,g) € Rlz] x R[z].

peut écrire

/ f k+1

t)dt = [f*®

- / 11 £

t)dt =

0 [ g

Par IPP, on

1
— F @), — / £ (0 g/ (1),
-1

On applique alors 'hypothése de récurrence au rang k aux fonctions f et ¢’ (ce qu'on a le droit de
faire car par HR, la formule marche pour tout couple de polynémes). On a alors

1 kol . . . 1 1
| ogma = S [0 mgD0] w0t fog @
-1 =0 - -1
k—1 1
= (—1) [f(k—(j+1))() (j+1) _ )k/ f(t)g(k+1)(t)dt
3=0 !
- (k=3) (7) '
= Y1y [ DF [ fegt
JZ_; [ g / f(g
En injectant ci-avant
1
| sEmgmar = 159 / 9
—1
= [f(k (Zk: J 1[ (k— j)() (]) / £(t) (k+1 )
7=1
k 1
T ) (¢ 1 k+1 k+1)
ool + 31 7 16D 0g0 )]+ () /1f<t>g
_ §(_1)j [f(k—j)(t) (a’)(t)}1 4 (—1)FH! /1 F(£)g% D (1)dt
= 2 g B AL

ce qui montre le caractére héréditaire de la propriété et termine la récurrence.

e. Soit k € [0, n] fixé.
i. Vérifier que : Vx € R, PIE%) (x) = (2k)!.
9



Solution. 11 suffit de dériver k fois Q) qui est de degré k donc seul le terme de plus haut degré garde

une contribution dans P,gk). Comme e,(f) = kleg, et qu’on connait le coefficient dominant de Q) égal
a (2k)!/k!, il reste bien Plik) = (2k)!ep. O

ii. Montrer par récurrence que, pour tout £ € [0, k], il existe un polynéme Ry, o de degré inférieur ou égal
a f tel que

VeeR,  PO%) =@ —1)"Ris(a).

Solution. On note, pour £ € [0, k]|, la propriété H, : il existe un polynéme Ry, de degré inférieur ou
égal a £ tel que
Vz € R, P,EE) (z) = (2% — 1)F Ry ().

X Initialisation. Pour ¢ = 0, il suffit de prendre Ry o = eg donc Hg est vérifice.
X Hérédité. Soit ¢ € [0,k — 1]. On suppose que H; est vraie. Soit x € R. Par hypothése de
récurrence,

PE@) = (PO (@) = 2k — (e — 15D R () + (02— 1R o)
= (@2 DD (2(k - DaBip(@) + (o )R (2)
_ (1,2_1)kf(€+1 Rk£+1(-73,

)
ol on a posé Ry p11(z) = 2(k— )z Ry ¢(2) + (2% — 1) 1.¢(x), formule qui définit bien une fonction
polynomiale de degré inférieur ou égal & ¢ + 1. La propriété est héréditaire. La récurrence est
terminée.

O
iti. En déduire que, pour tout ¢ € [0,k — 1], P,ge)(—l) = Pk(é)(l) = 0 puis, a l'aide des résultats de la

Partie 1, que
22k 1(k')2 [ 2 2k
2 : k
Q 2\ u L.l =2
1Qkl” = 2k+1 7 puis || L] 2k+1<k>

Solution. Pour tout ¢ € [0,k — 1], la fonction polynomiale = + (22 — 1)*~¢ s’annule en 1 et en —1
d’ou la premiére égalité demandée d’apres la factorisation obtenue & la question précédente.
En appliquant le résultat de la Question 14.d. avec f = g = Py, on obtient

Qe = / ai= [ (A) (F9) war

= Yy R0 | nwrwa

=0 -1

1
- (zk)!(—1)’f/ (t* — 1)Fdt = (2k)1J,

—1
Tous les crochets sont nuls car comme mentionné ci-avant, les polynémes s’annulent en —1 et en 1.
D’apres le résultat de la Question 5. de la Partie 1, on a

HQkH2 = (2k)| X 2(2kk5')2 _ 22k+1(k!)2

comme demandé ! D’aprés la Question 13.c.iii. , L, = Q). donc

k!
(2k)!
R[22 kIR k'k'
1Lkl = 7755
@\ 2k +1

10/21]
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Probléme 2

Dans tout le probléme, on considére un espace probabilisé (€2, A, P).
La Partie 2 peut étre traitée indépendamment de la Partie 1, excepté pour la Question 20. qui établit un lien
entre un résultat observé a la Question 8. et une propriété démontrée tout au long de la Partie 2.

Partie 1 - Loi de Cauchy
1
(1 +22)
1. Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.

Soit f la fonction définie sur R par : Vz € R, f(z) =

Solution. On vérifie les conditions du cours :

X 1l est clair que f(x) > 0 pour tout s € Rcar 1+22>1>0et m > 0.

X Par inverse de fonction polynomiale qui ne s’annule pas, f est continue sur R.

X Comme f est clairement paire, on se rameéne a I’étude de 'intégrale sur [0, +oo] (qu’il suffit donc de

montrer étre convergente de valeur 1/2). On reconnait la dérivée de la fonction arctan. Soit A > 0.
A 1 4 1

/ f(t)dt = [77 arctan(az)} = —arctan(4) — — X
0

e
0 ™ A—+oco T 2 2 ’

ce qu’on voulait. f peut donc bien étre considérée comme une densité de probabilité.
O

On note X une variable aléatoire de densité f. On dit que X suit la loi de Cauchy. On note F' la fonction de
répartition de X.

2. Montrer que X n’admet ni espérance, ni variance.

Solution. Par définition de l'existence de l'espérance et du fait que f est paire,

+0o0
X admet une espérance < / tf(t)dt converge
0

+o0 t
< /0 mdt converge

O ! ! 1 t— + t /+Oo ! di
r, —5 ~ — lorsque 0 e — qalverge.
112 o L1 &

Par critére d’équivalence, on en conclut que X n’admet pas d’espérance et a fortiori pas de variance. ]

3. Donner, pour tout x € R, 'expression de F(z). Montrer que F réalise une bijection de R sur 0, 1] et préciser,
pour tout y €]0, 1[, 'expression de F'~(y).

Solution. Soit x € R.

Flz) = P(ng):/x Ft)dt

= lim /]: f(t)dt = lim [1 arctan(t)]m

B——c0 B——oco | TT B
1

= = (arctan(z) + g) .

Comme F est continue sur R et que, pour tout z € R, F'(z) = f(x) > 0, elle est également strictement
croissante sur R et réalise donc une bijection (par le théoréme de la bijection monotone) de R sur |0, 1] (c’est
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une fonction de répartition, ses limites aux infinis en découlent immédiatement, mais on aurait pu le vérifier).
De plus, pour tout y €]0, 1],

1
Fla)=y <= - (arctan(x) + g) =y <= arctan(z) = 1y — g
v

s
<~ x:tan(ﬁy—g)

(en effet y €]0, 1] donc my — Te ]—E T {

2 272
On conclut donc que Vy €]0,1[, F~'(y) = tan (71':[/ — E) = M.
sin(7y)

U
2

4. a. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur 0, 1[. Montrer que Y = F~1(U) suit la méme loi que X.

Solution. Question classique. Soit x € R. Observons que F(x) €]0,1[. Par stricte croissance de F~1
(d’apres le théoréme de bijection, la bijection réciproque a le méme sens de monotonie que F'), on a, par
définition de la loi uniforme

PY<z) = P(FYU)<z)=P(U<F(z)) =F(a).

Ainsi, Y et X suivent la méme loi.

O

b. Informatique. Déduire de la question précédente ’écriture d’une fonction Python d’en-téte
def cauchy() : qui renvoie une simulation de X.

Solution. Il suffit d’utiliser les deux questions précédentes. C’est une simulation classique par inversion.

def cauchy ()
u=rd.random()
x=-np.cos(np.pi*u)/np.sin(np.pix*u)
return x

On note maintenant Z = 1/|X|. On admet que Z est une variable aléatoire définie sur (2, A, P).

5. Montrer que Z est une variable aléatoire a densité et expliciter une densité f; de Z.

Solution. Déterminons la fonction de répartition de Z, que l'on notera F;. Soit x € R. Déja, o, voit que si
xz < 0, alors [Z < 2] = 0 et donc Fz(x) = 0. Considérons donc x > 0. Alors, comme la fonction arctan est
impaire,

Fy(x) = P(Z<2)=P(VIX[<2) =P (X <2?)
= P(-2*< X <2?)

= F(z%) - F(-2?) = % (arctan(z?) — arctan(—a?))

Par conséquent, on peut écrire

2
Zarctan(z?), siz >0
Vo € R, Fz(z)=4¢ T

0, siz<0

Ceci définit clairement une fonction de classe C! sur R* et sur R% . De plus,

2
lim = arctan(z®) = 0= lim Fy(z) = Fz(0)

rz—0t T z—0~
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donc Fyz est bien continue en 0 et donc sur R ; il s’agit de la fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité. Une densité est obtenue en dérivant (la ot on peut). Plus précisent, on une densité avec la fonction
fz définie par
4 =z
-
VreR,  fzle)=4 "1T

0, sinon

six >0

. Justifier que Z admet une espérance, mais pas de variance.

Solution. Comme précédemment

+o00o +oo t2
Z admet une espérance <= / tfz(t)dt converge <= / — dt converge
0 0

ml+td
Or,
2
—— ~ o, t— 400
L+t4 ¢ *
+o00
et / 2 converge (par Riemann). Par critére d’équivalence, Z admet une espérance. En revanche, comme
1
+o00 too g 43
7 admet une variance <= / t2f7(t)dt converge <= / ————7dt converge
0 0 v ]. + t
et que
v ! t— +
L2 00
L+t+ 7
et que U'intégrale correspondance est divergente (comme cité ci-avant), Z n’admet pas d’espérance. O
. Le but de cette question est de calculer explicitement E(Z).
a. Déterminer deux réels a et [ tels que
2
x ax x
Vx > 0, = p

+ .
(22 = V2 + 1) (22 +V22+1) 22—v22+1 22422 +1

Solution. On procede par identification, pour x > 0,

ax n Bx B (a+ B)2® + V2(a — B)z? + (a + )
22— \2r+1 2242z +1 (22 =2z +1)(22+ 2z + 1)
et donc
2
vz >0, T _ ax Bx

+
(22 =2z + 1)(@2 +V2x+1) 22—-V22+1 22+V22+1

si et seulement si
V2
{ a+pB = 0 P @ =
V2@—-p) = 1 V2

b=

On peut donc écrire

Vo >0,

ax . Bx _} V2 NoY
22 —V22 41 2242241 4\22—V2r+1 224+4V22+1)°
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+o0o +oo
. L, dx dx
b. Justifier que les intégrales ———— et ——————— convergent.
0 xQ—\/§1‘+1 0 x2+\/§x+1

Obtenir, & I'aide d’un changement de variable affine que :

/+O° dz o
0o 22+V2r+1 22

dx 37
22 —\V2z+1 22

“+o00
On admet qu’on peut obtenir de la méme maniére : /
0

Solution. On remarque que les fonctions
1 1 . = 1
= et T ————
22 —\V2r+1  (z—+v2/2)2+1/2 2 +/2x +1
sont continues sur [0, +o0o[. Les intégrales sont seulement impropres en +oc. On les compare alors a des
intégrales de Riemann :

1 1 1 1

T +—

-~z 400 et ——————— ~ 2 — 400
22 —\2x+1 2% 22 +V20+1 2%
+oo
et comme déja mentionné / — converge. Les deux intégrales sont donc bien convergentes.
1 X
Soit . > 0. On a
1 1 2

241 Va2 L1 2
V2 <x+7> +1 (V2z +1)" +1

On pose alors u = V2 + 1 (changement affine comme suggéré, donc licite et qui préserve la nature de
I'intégrale) ce qui permet de faire apparaitre la dérivée de arctan dont on connait les limites en +o00. On
a du = v2dz. 11 suit que

/+°° da 2 /+°° du __ 2 ><<1‘ tan(4) — arct <1>> SR A B

_— —_— im arctan — arctan = — —— =)= —,

o x2++V2e+1 V21 W+l V2 A—stoo V2 2 4 2v/2
comme attendu ! O

c. En observant que, pour tout x > 0,

ar Bx a( 2r — V2 V2 >+é< 2 4+ /2 V2 >
5 )

+ = + -
22 —2x4+1 224+V22+1 2\ 22—V22+1 22—V2zr+1 22+V2x+1 22422 +1

en déduire que E(Z) = V2.

Solution. On commence par voir que, pour > 0, (22 — 2z + 1)(2? — 22 + 1) = 2% + 1.
Il suit que :

4 “+o00 2
BE(Z) = - / T dz
0

™ zt+1

4 22

+00
7T/o (22 — V22 + 1) (22 — V2x + 1)

4 (1 /+°° V2r V2 d
= — |~ — z

7 \4\Jo 22—-V2r+4+1 22+V22+1
\/§/+°° 2z — /2 V2 2r + /2 N V2 q
- — z
2m Jo 22 —V22r 41 22—V2r+1 224V2x+1 2242241

14/pT

dx




Soit A > 0.
A
20 — /2 2 + /2 9 A
- dr = |1 V2 +1)—In(22+ V22 +1
/0 <x2—\/§x—|—1 m2+ﬂm+1> . [n(x . ) n(m v )}o
Az — 24 +1
= hl _— — O
A2 + V24 +1 ) A=doo

=1, A— +oo. Il suit que :

" A2 —\2A+1 A2
LA mvearl AT
A2 +\2A+1 A2

V2 [tee V2 V2
B2 = <w2—\/§x+1+x2+\@x+1>dx

B 2</+°O dz +/+°C dz >
2r \Jo  22—-V2z4+1 Jo 22+V2zx+1

- 5 (5 2)
Y

ce qu’on n’est pas peu content d’avoir obtenu! ]

2 J,

8. Informatique. On suppose écrite correctement la fonction de la Question 4.b. On dispose du programme
ci-dessous dont ’exécution produit, aprés un temps certain, ’affichage ci-aprés.
Comment interpréter cet affichage ? Quel résultat peut-on conjecturer ? A quel résultat du cours serait-on
tenté de faire appel pour démontrer cette conjecture ? Pourquoi ne peut-on pas I’appliquer 7 On détaillera
le raisonnement.

def mystere(eps, n):
L=np.zeros (1000)
for k in range(1000):
ech=np.zeros (n)
for i in range(n):
ech[i]l=np.sqrt(np.abs (cauchy()))
if np.abs(np.sum(ech)/n-np.sqrt(2)) <= eps
L[k]=1
return np.sum(L) /1000

M=np.zeros ([4,7])
eps=np.array([1, 0.5, 0.1, 0.05])
n=np.array([100, 500, 1000, 1500, 3000, 5000, 50000])
for i in range(4):
for j in range(7):
M[i,jl=mystere(eps[i], n[j])

print (M)

— \

> > >

[[0.99 1. 0.999 1. 1. 1. 1. ]

[0.964 0.995 0.995 0.998 0.999 0.999 1. ]
[0.411 0.725 0.846 0.903 0.965 0.988 0.997]
[0.21 0.428 0.548 0.599 0.742 0.834 0.992]]
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Solution. La fonction mystere(eps, n) simule 1000 n—échantillons (Z1, ..., Z,) de la variable Z = /| X],
calcule, a chacune des 1000 itérations, la moyenne empirique

_ 1 &
Ly = — Z;

de I’échantillon puis test si 1’écart de celle-ci & v/2 = E(Z) est inférieur ou égal & eps ou non, en stockant
une valeur 1 ou 0, ce qui revient a simuler 1000 variables de Bernoulli de paramétre

1 n
p:P<E Zi—\/§ geps>.
n
i=1

En en renvoyant la moyenne sur les 1000 simulations, la fonction mystere renvoie alors une estimation de
cette probabilité, sachant que le cours affirme que la moyenne empirique d’'un 1000—échantillon d’une v.a.
de Bernoulli est un estimateur convergent du paramétre de la loi.
On évalue ensuite les variations de cette probabilité avec différentes valeurs de n et eps qu’on affiche.
On observe que les valeurs renvoyées (et affichées), pour chaque valeur de eps, se rapprochent de 1 lorsque n
devient grand (et on observe vraiment le fait qu’on ait besoin d’un n assez grand si eps est petit).
C’est une définition de limite ! On peut conjecturer que :

< eps) =1

1 n
H;Z — E(2)

ce qui est le résultat connu sous le nom de loi faible des grands nombres... sauf qu’on ne peut a priori pas
I’appliquer car Z n’admet pas de variance.

n—-+4o0o

Ve >0, lim P(

O

Partie 2 - Variables indicatrices et une extension de théoréme

Soit A un événement. On appelle variable aléatoire indicatrice de ’événement A la variable aléatoire notée 1 4
définie par :

1, siweA

0, siwéegA

9. Reconnaitre la loi de 1 4. Préciser son espérance et sa variance.

Yw €, ]lA(w):{

Solution. La définition de 14 permet de voir que 14(2) = {0,1} ; c’est donc une variable aléatoire de
Bernoulli. De plus

[1g =1] <= A est réalisé
et donc P(14=1)= P(A) donc 14 — B(P(A)). Par les formules du cours

E(la) = P(A), V(1a)=P(A)(1 - P(A)).

OJ
Soit I un intervalle de R. On appelle fonction indicatrice de I la fonction notée x, définie par :
1, sizel
Ve e R, Xl(x)_{O, siz gl
Soient X une variable aléatoire réelle de densité g et s > 0.
10. a. Justifier que :
Vw € Q, ]l[X>s] (w) = X]s;-i-oo[(X(w))’
Solution. Soit w € Q. On a :
Worpaol(X(@) =1 = X(w) €]s, +ox]
= X(w)>s <= welX >4
< ]l[X>s] (w) =1
et on a bien I’égalité demandée. O

16,/21]



b. Soit ;s la fonction définie par : Vo € R,  ¢s(7) = |2|x)s4oo[(|7])-
Tracer la courbe représentative de ;.
Donner sans justification les points de discontinuité de ;.

Solution. On peut réécrire I'expression de la fonction gy :

|z|, si|z|>s —T, slz<-—s
ve ek, pele) = { 07 sinon - 0, si —s<w<s
’ xr, six>s

I1 est alors facile de représenter la courbe de ¢ qui présente deux points de discontinuité : en s et en —s.

A
Yy Y= @s(x)

Y

0

On suppose, dans toute la suite, que X admet une espérance, et que celle-ci est nulle. On souligne le fait qu’on
ne suppose pas que X admet une variance.

On considére alors une suite (X)g>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi que X.

Soit M > 0. Pour tout & € N*, on introduit les variables

Yi = Xk - Lyxp < et Zk = X - L)x, > M-
Les variables aléatoires Y}, et Z; sont donc définies comme produit de la variable aléatoire X avec une variable

indicatrice.

On fera observer que les variables aléatoires Yy et Z; dépendent de M. Toutefois, pour alléger la rédaction, on
a choisi de ne pas faire apparaitre cette dépendance dans les notations.

11. Soit £ € N*. Quelle relation a-t-on entre Xy, Y, et Z7

Solution. Etant clair que {z € R: |z| < M}U{z € R:|z| > M} =R, on a, pour tout x € R,
X ool (12]) + X001 (12]) = 1,

ce qui entraine, au vu de ce qui précede que

X=X - Lxp<m) + Xk Lxysm) = Ye + Zi.
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12. Soit k € N*. Montrer que Y} admet un moment d’ordre 2 et que E(Y}?) < M2.

Solution. Par définition de Yy, on a ¥;? = Lyx, j<an X7 Or, Ljx,j<ar # 0 si et seulement si [|Xj| < M] est
réalisé ce qui implique que [X7 < M?] est réalisé¢ donc Y2 < L x, < M? < M2

Par principe de domination, Y;> admet une espérance (ou encore Yy, admet un moment d’ordre 2) et E(Y}?) <
M2, O
13. Soit k € N*.

a. A 'aide des Questions 10.a. et 10.b., montrer que : (|1Zk]) = 0.

lim E
M —+o00
Solution. En reprenant les notations précédentes, et le résultat de la Question 10.a., on peut écrire | Zx| =

o (Xg). La fonction ¢pr étant continue sur R sauf en un nombre fini de points, le théoréme de transfert
permet d’affirmer que

+oo
|Z)| admet une espérance <= / ©s(t) f(t)dt converge absolument
—0o0

Or, ¢y est nulle sur [—M, M], donc la convergence est ramenée a celle des intégrales

[ e @ [ s

e 9]

Ces deux intégrales sont bien convergentes car par hypothése X admet une espérance et elles tendent vers
0 car il s’agit des restes d’intégrales convergentes. On a bien

M +o00o
im0z = i ([ Ciswdes [ Tsoa) <o

—00

b. En déduire que : lim E(Z;) =0.

M —+o00

Solution. Etant clair que —|Zy| < Z < |Zi|, on en déduit que —E(|Zy]) < E(Zy) < E(|Zy|) et le théoréme
des gendarmes permet de conclure. O

c. Obtenir alors que : (V) = E(Xy) = 0.

lim E
M—+o00
Solution. Comme Yj, admet un moment d’ordre 2, elle admet aussi une espérance. On a déja obtenu que
X =Yy + Zp ce qui se réécrit Y, = X — Zi. Par linéarité de 'espérance, on peut donc écrire

E(Yy) = E(Xy) — E(Z).
En passant a la limite lorsque M — +oo (gardons en téte que F(X}) ne dépend pas de M), on a

li EY,)=FE(X)=0
M_lfﬂoo (Yz) (Xk)

car, par hypothése E(X) = 0. O

Dans toute la suite, on considére ¢t > 0 et £ > 0 fixés.

a0 = ([l 5] on [wi>3])

Solution. Raisonnons par contraposée. Supposons que |z| < % et que |y| < % Alors, par inégalité triangulaire
t
2

14. Soient x,y € R. Montrer que

lz+y| <o+ [yl < 5+ t,

t —
5=
ce qui est bien la conclusion souhaitée. ]
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15. On note alors, pour tout n € N*,

- Xi4+H Xy = Vi4.+Yy | — i+ +7Z
X, =ttt dn o Ntttz A1h e d e

n n n
Déduire de la question précédente que :

— — t = t
VneN*, P (X, >t)<P <|Yn| > 5) +P <|Zn\ > 5) :

Solution. Soit w € (). Comme X, =Y, + Z,, il suffit d’appliquer 1"inégalité précédente avec z = Y, (w) et
y=Zn(w):

— — t — t

| Xn(w)| >t = (‘Yn(w)} > 5 ou | Zn(w)] > 2)

et donc on a une inclusion d’événements :

Xl > 4  [Val> 3] o[ 201> §]

et donc, en passant aux probabilités (comme P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(ANB) < P(A) + P(B)),

_ _ t ~ t
P (| X, >t) <P (Yn| > 2) +P <|Zn\ > 2) .

- t 2
16. a. Montrer que, pour tout n € N* : P <|Zn| > 5) < ZE(|Z1|)

_ 1 &
Solution. On a envie d’appliquer Markov. Tout d’abord, par inégalité triangulaire, on a |Z,| < — E | Z|-
n
k=1

n

Comme les |Zj| ont toutes une espérance, il en est de méme pour E | Z1| et

k=1
- 1< 1<
(2 < (3 1a) < L om0 - na)
k=1 k=1
Comme |Z,| est & valeurs positives et admet une espérance, on peut bien appliquer I'inégalité de Markov
qui donne
_ t 2E (|12 2E(|Z
2 t t
comme demandé. OJ

b. Montrer ensuite qu’il existe un réel M; > 0, tel que, si M > M, alors :
€

— t
Y N* Pl|Z -] < =
n € N*, <| ny>2) 3

Solution. On sait que E(|Z;]) — 0, lorsque M — +oco. Par définition de cette limite, il existe M; > 0 tel
que, pour tout M > M, E(|Z;1]|) < %.
Par I'inégalité obtenue a la question précédente, a bien ce qu’on voulait. ]

17. a. Montrer que :
* 52 1 En : 2 E

k=1 1<i<j<n
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Solution. Tout d’abord

2
—2 1 Z” 1 3
k=1

1<k l<n

= - > YkYHf > Ym+ 5 > Y,

1<k A<n 1<k l<n 1<k A<n
k:[ k<€ k‘>€
1 2
Ly Y uw
1<k<t<n
On conclut a la formule demandée par linéarité de ’espérance. O

b. Montrer que :
VneN, 2 > EWY)) <n(n—1)EY)

1<i<ji<n

Solution. Par indépendance des Y;, E(Y;Y;) = E(Y;)? = E(Y1)?. Comme le nombre de couples (i,7) de
[1,n]? tels que i < j est exactement n(n — 1)/2, on a tout de suite l'inégalité voulue qui est en fait une

égalité.
Remarque. Par Cauchy-Schwarz, pour tout couple (4, j), on a E(Y;Y;) < \/E = E(Y1)?%, ce qui
donne l'inégalité voulue. O

c. Obtenir ensuite que :

_ M?
VneN, EY2)<— BT

Solution. On a obtenu que, pour tout k € [1,n], E(Y;?) < M?. En combinant avec les questions précé-
dentes

1 &, ., nn—1) 9
< 3 E M= + TE(Yl)
=1
M2
< — + EB(YE
o (Y7).
O
d. Justifier 'existence d’un réel My > 0 tel que, si M > Ms, alors :
t2e
E(Y1)? < —.
11)" < 45

Solution. D’apres la Question 13.c. Mhm E(Y?) = 0. En revenant a la définition de limite, il existe
—+00

donc My > 0 tel que, pour tout M > Mo,
t%e

E(Y1)? < TR

e. Obtenir alors que, si M > Mo, alors :

— t 4M? e
VneN*, P(|V,|>=]< <.
n € N¥, <| n|>2) 2, T3
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Solution. Soit M > Ms. On applique 'inégalité de Markov a la variable Y, qui admet une espérance et
qui est & valeurs positives. Par croissance de la fonction carrée,

—= t N
P (|Yn| > 2) < P (Yn > 4>
AE (?i)
< 2
4 (M? 4 (M?* %
< S (—+BO))) <5 (—+—
t2<n i (1)> t2<n +12)
- 4M*? L€
o2 3
]
18. Montrer que, si M > max(M;j, Ms), alors :
. - 4M? 2
Vn € N¥, P(|Xn‘>t)<m+g
Solution. Soit M > max(Mji, Ms). D’aprés les Questions 15., 16.b. et 17.e.,

_ ¢ ot
P(|X,>t) < P <]Yn\ > 2) +P <|Zn > 2>
4M* LELE

S o2 303
4M> N 2e
St 3
]

19. Conclure qu’on a :

20.

lim P (|X,|>t)=0.

n—-+o0o

Solution. On fixe M > max (M, Ms). L’inégalité obtenue a la question précédente étant vraie pour tout n €

o 4M? ¢
N, la quantité %{f — 0 lorsque n — +o0, donc il existe ng tel que, pour tout n € N, n > ng = 2 < 3’
ou encore B n
P (|Xn>1t) <e.
C’est la définition de limite. On a bien lim P (|X,| > ¢) = 0. O
n—-+oo

Interpréter ce résultat en le comparant & un résultat du cours que 'on citera explicitement.
Commenter alors a nouveau le résultat affiché par 'exécution du programme de la Question 8.

Solution. Considérons une variable Z a densité admettant une espérance. En appliquant le résultat de la
question précédente a la variable X = Z — E(Z), (et en observant que X,, = Z,, — E(Z)), on a

Ve > 0, lim P(|Z,-E(Z)|<e)=1- im P (|1Zn —E(2)] >€) =1,

n—-+o0o

résultat observé empiriquement a la Question 8. et interprété comme une version de la loi faible des grands
nombres avec une hypothése affaiblie : pas besoin d’avoir une variance pour conclure au résultat. C’est ce
qu’on vient de démontrer dans le cas d’une variable & densité.

O
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