CB1 - Sujet 1 EDHEC / Ecricome - 3/11/2025

Consignes
Tous les feuillets doivent étre identifiables et numérotés par le candidat.
Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, & mettre en évidence les
principaux résultats, a respecter les notations de I’énoncé et & donner des démonstrations
complétes - mais bréves - de leurs affirmations.

| Exercice 1|

" Ink

On consideére la suite (Sy,), oy« définie par : Vn € N*, S, = o

k=1

1. Etude de la nature de la suite (S,), .-

1
(a) Dresser le tableau de variations de la fonction f: x +— M

(b) En déduire que, pour tout entier k supérieur ou égal & 4, on a :

/kH In(x) dp < In(k) < /k In(x) .
k

x kT )i =z

(c) En déduire l'existence de trois constantes réelles positives A, B et C' telles que,
pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4 , on ait :

In*(n + 1)
2
(d) En déduire la limite de la suite (.S,)

(e) Ecrire un programme Python qui renvoie la plus petite valeur de n pour laquelle
on a S, > 10.

2
ass-p<HO) o

neN**

2. Recherche d'un équivalent de .5,,.
In*(n + 1)
a) Montrer que lim ——s—+

( ) Her qu n—1>I—ir-loo 1n2(n)

(b) En déduire que S,, ~ In*(n)

n—-+00o 2

= 1.

3. Etude asymptotique de la suite (u,)ney définie par :

VneN, wu,=S5,—

(a) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 3, u, 1 — u, < 0.

(b) En déduire que la suite (u,),en converge.
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4. Dans la suite de I'exercice, la limite de la suite (u,),en sera notée [.
n

In(k
On considere la suite (A,), .. définie par : Vn € N*, A, = Z(—l)k*%
k=1

(a) Convergence de la suite (A,)nen

i. Prouver que pour tout entier naturel non nul n, on a

Aoy = San — S, — In(2)
k=1

T =

ii. On admet qu’il existe un réel v tel que
1
ZE =In(n) +~v+o(1)
k=1

En déduire que la suite (Asz,), oy converge et déterminer sa limite L en
fonction de 7.

iii. Montrer que la suite (A2”+1)nEN* converge également vers L.

iv. Montrer que la suite (A,,), .. converge vers L.

(b) Une valeur approchée de la limite L de (A;)nent

i. Vérifier que la suite (As,),>1 est croissante et que la suite (Agpi1)n>1 €st
décroissante.
ii. En déduire que Vn > 1, Ay, < L < Aspiq.
iii. Ecrire alors un programme Python permettant d’obtenir une valeur ap-
prochée de L & 107> prés.

| Exercice 2|

Soit n > 2 un entier naturel. Pour tout a = (g, -+ , ;) € R™, on note
o 0 . 0 oy
0 . - a,., O
Ala) = Alag, -+ ,ap) = | : :
0 a - o 0
ap 0 .- 0 0

Ainsi, si l'on note a; ; le coefficient de A(«) situé a la ligne i et la colonne j,

.. a; sl 1=n+1—9
V(i) € (L]l am:{ ; J

0 sinon
On note
En = {A(ala"' 7an) | (ala"' 70471) € Rn}
Ainsi, &, est 'ensemble des matrices de la forme A(ay, -+, ay,) lorsque (o, - -+, ) décrit
R™.

1. Montrer que &, est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et donner une base de &,.
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2. On consideére, dans cette question seulement, le cas n = 2.
(a
b

) Déterminer 1’ensemble des valeurs propres de la matrice A(1,1).
)

c) Toutes les matrices de &, sont-elles inversibles 7 Justifier la réponse.
)
)

—

Déterminer 'ensemble des valeurs propres de la matrice A(1, —1).

d

e

Toutes les matrices de & sont-elles diagonalisables ? Justifier la réponse.

—~

Soit (aq,as) € R2. Selon les valeurs de o et s, étudier le nombre de valeurs
propres de la matrice A(ag,az). A quelles conditions sur «a; et ay la matrice
A(aq, ay) est-elle diagonalisable 7

3. On considére, dans cette question seulement, le cas n = 3.

(a) On considére la matrice B = A(1,1,1). Cette matrice est-elle inversible 7

)
(b) Calculer B? et en déduire un polynoéme annulateur de B.
(c) Déterminer le spectre de B et justifier que B est diagonalisable.
)

(d) Donner un exemple de matrice C' de &3 qui n’est pas diagonalisable.
4. Dans cette question, n sera un entier supérieur ou égal a 2.
(a) Ecrire une fonction Python intitulée Antidiagl (n) quirenvoie la matrice A(1,1,...,1)

de taille n x n.

b) Ecrire une fonction PythOIl intitulée Antidiag?2 (Il) qul renvoie la matrice A 1, 2, 3, N
g
de taille n x n.

5. On travaille encore dans le cas général avec une valeur quelconque de I'entier n > 2.

(a) Soit @ = (e, ,0n) € R et f = (By,-++,0n) € R Calculer le produit
Afa).A(9).

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a = (o, -+, ) € R™ pour
que le produit A(«) soit inversible. Dans ce cas, donner l'inverse de A(«).

6. Dans toute la suite, n est un entier supérieur ou égal a 2.
Soit & = (aq, -+ ,a,) € R™. Soit B = (e, - ,e,) la base canonique de R™. Soit f,
'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est A(a).

(a) Pour tout k € [[1,n]], soit le sous-espace vectoriel F) de R" tel que
Fy, = Vect(ey, epr1-1). Montrer que F, est stable par f,.
Préciser la dimension de Fj,.

(b) Construire une base de R"™ dans laquelle la matrice de f, s’écrit :

A(a17 Oén) . 0 0
Aoz, ap1) 0 si n est pair, et
0 ' :
0 0 A(Ozg, O&g+1)
A(Oél, Oé’fl) o 0 0 0

: A<a2) an—l) 0 0
0 . 0 si n est impair
0 0 Alangs, angs) 0
O 0 0 A n+1
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| Probléme|

+oo 1
On définit la fonction réelle H d’une variable réelle z par : H(z) = / mdt.
0
Dans tout le probléme, I désigne l'intervalle B, 400 [

PARTIE I : Premiéres propriétés de la fonction H

1. Justifier que la fonction H est définie sur I.

2. Montrer que H est décroissante sur /.

3. (a) Calculer H(1).

(b) Soit n € N*. Montrer, & ’aide d’une intégration par parties que :
H(n)=2n(H(n) — H(n+1))

En déduire une expression de H(n + 1) en fonction de n et de H(n).

(c) Ecrire un programme Python qui, étant donné un entier n de N*, renvoie la
valeur de H(n).

(2n —2)!7

(d) Montrer :  Vn e N*, H(n) = 5
92n-1 ((n - 1)!)

PARTIE 1II : Etude de H(z) lorsque z tend vers 1

u —Uu

e —e
4. (a) Montrer que la fonction ¢ : u — est une bijection de R sur R.

Préciser o= 1(0) et lim o 1(¢).
t——+o0
(b) A l'aide du changement de variables ¢ = ¢(u), montrer :

o [roo 1
Vo eI, H(z) = —/ ==kl
0

2 eu+e—u)2x—1 ’
5. (a) Justifier : Vu € [0;400[, e <e*+e ™" < 2e".

1 4

b) En déduire: Vezel, —— < H(z) < -7
(b) En déduire zel, o (x) 22w = 1)

6. Déterminer la limite de H en % et un équivalent simple de H(z) lorsque x tend vers %
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PARTIE III : Etude de H(z) lorsque z tend vers +oo

7. (a) Montrer :  Vu € [0;1], In(1 +u) > §.
(b) A I’aide d’un changement de variables, montrer que, pour tout x de I, 'intégrale

+
2
/ e /2 d¢ converge et donner sa valeur.
0

1 1 1
(c) En déduire : Vzel, 0< / ————dt < / e 2L <y [
o (141t2)® 0 2z
(d) Mont Ve el o</+oo L grc !
ontrer : Vx < ——dt < —.
’ L (T4t 20— 1

(e) En déduire la limite de H en +o0.

In(n)
5

8. On note, pour tout n € N*, w,, = In (H(n)) +

(a) Déterminer un équivalent simple de u, 1 — u, lorsque 'entier n tend vers +oc.
On pourra utiliser le résultat obtenu a la question 3.b.

(b) Montrer que la série Z(unﬂ — Uy, converge.

n>1

(c) En déduire l'existence d'un réel K strictement positif tel que :
K
n——+o00 \/ﬁ

9. Donner enfin un équivalent simple de H(x) lorsque le réel = tend vers +oo a l'aide
de K.

H(n)
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