(b) On a alors aussi BoA = B1 A et

CB1 - Sujet 2 type EML - 7/11/2025 By = ByABy = ByABy = B AB, = By
Bilan :

Ainsi la matrice A admet un unique pseudo-inverse appelé la matrice pseudo-
T PN s 2 inverse de A et notée A*.
‘Partle I : Définition, premiéres proprletes‘

‘Probléme 1 : les matrices pseudo-inversibles‘

3. Quelques exemples
1. Deux exemples :

(a) Soit A = 04, (r) la matrice nulle d’ordre n. Alors en notant encore B = 0y, (r),
000 les matrices intervenant dans les relations (1) étant toutes nulles, on voit bien

(a) Soit A=10 1 1]. que A est pseudo-inversible d’inverse B.
00 2

Bilan : ‘A = O, (r) est pseudo-inversible, et a pour pseudo-inverse A* = 04, (w)

La matrice A est triangulaire supérieure, avec un 0 sur la diagonale, donc A

n'est pas inversible (b) Soit P une matrice inversible d’ordre n. Alors il est évident que
pPPpt=1=p'P, PP'P=pP P'PP'=pP!
00 0
Notons B= [0 1 —1%]. alors: donc P est pseudo inversible de pseudo inverse P!
bons 5 | S
00 1
2

Bilan : |si M est inversible alors M est pseudo-inversible et M* = M~}

8 _BA 4. Cas d’une matrice nilpotente
1 o Soit N une matrice appartenant & M, (R) non nulle et nilpotente, ¢’est-a-dire qu’il
existe un entier p > 2 tel que N? soit la matrice nulle et que N?~! soit non nulle.

000 000 000 (a) On suppose que N est pseudo-inversible. Pour tout entier k supérieur ou égal a
ABA=1(0 1 0 01 1]=1011]=A 2,
001 00 2 00 2 N*N* = N.N* N.NF¥-2 = N N¥-2 = Nk-1
000 00 O 00 0 oil on a utilisé le fait que N et N* commutent.
BAB=10 10 01 -1]=101-4|=8B Comme N? = 0, on a alors N*.N? = 0 donc N?~! = 0, ce qui est contraire &
001 00 % 00 % I’hypothése portant sur N.

Bilan : | A est pseudo-inversible et a pour pseudo-inverse la matrice B

Bilan : |une matrice nilpotente n’est jamais pseudo-inversible

000
(b) Le programme montre que la matrice C'= | 0 1 0| est pseudo-inversible, de (b) On vérifie aisément que la matrice N = ( } :} ) est non nulle et nilpotente,
00 2

puisque N? = 0. La matrice N n’est donc pas pseudo-inversible.

pseudo-inverse D = 5. Cas d’une matrice diagonalisable

o O O
S = O
N= O O

(a) Soit D une matrice diagonale, D = Diag(o, -+ , o). On définit alors une ma-
1 .

o st #0
0sia; =0

2. Unicité du pseudo-inverse

Soit A une matrice appartenant a M, (R) pseudo-inversible ainsi que B; et By deux trice B = Diag(fy, -+, f,) ot pour tout i € [[1,n]], on a f; = {
pseudo-inverses de A.

Alors DE = ED = Diag(61,--- ,0,), o §; = { Lsia; 70 De plus, on a

(a) D’une part, alors ' Osic; =0
AByAB, = (ABA)B, = AB, o
et d’autre part DED = Diag(é1,..,0n).Diag(cn, ..., ) = Diag(ay, ..., o) = D
AB]ABQ = BIABQA = BlA = ABl et
en utilisant le fait que A et B; commutent, et que A et By commutent. EDE = Diag(By, -+, Ba).Diag(dy, .., 6,) = Diag(Br; ..., bn) = E

Ainsi ABy = AB;. Bilan : | D est inversible de pseudo-inverse D* = F ‘
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(b) Soit A une matrice appartenant & M,,(R) pseudo-inversible et P une matrice ap-
partenant & M,,(R) inversible. Notons A’ = P71 A.P. Soit (A')* = P71.A*.P.
Alors on a bien :

A(A) =P U APP ' A" P=P AAP =P A" AP = (A) A
A (A A =P AAAP=P'AP=A
(A" A (A) = P~V A AA'P = P1 A" P = (A)"

et utilisant a chaque fois P.P~' = I.
Bilan : ‘la matrice A’ = P7YAP est pseudo-inversible et (4')* = P71 A*.P

(c) Soit A une matrice diagonalisable. Il existe alors une matrice inversible P et une
matrice diagonale D telles que A = PDP~!. Comme D est diagonale, elle est
pseudo-inversible d’apreés le 5.a). Puis d’aprés le 5. b), la matrice PDP™1 = A
est pseudo-inversible.

Bilan : |toute matrice diagonalisable est pseudo—inversible‘

2 -2 2
(d) Soit A= —1 1 1
1 -1 3

i. Soit A € R. Le réel A est valeur propre de A si et seulement si la matrice
A — A n’est pas inversible. Une matrice est inversible ssi ses réduites de
Gauss le sont.

2—A =2 2 1 -1 3-A
A-X = -1 1-=2A 1 — -1 1-=2X 1 Ly < Ls
1 -1 3-A 2—-X =2 2

1 -1 3—X

— 0 =X 44—\ LQ%L2+L10tL3%L3*(2*>\)L1
0 —A —A24+5)—4
1 -1 3—-A

— 0 =X 4— X Ly — Ly — Lo
0 0 —X2+4+61-38

Cette derniére matrice étant triangulaire, elle n’est pas inversible ssi A = 0
ou —A+6A—-8=0&A=20u)=4

Bilan : | Sp(A) = {0,2,4}

e Calculons Ker(A). Soit X = [y
z

20 —2y+22=0
XeKer(d) & AX=0&<¢ —o+y—2=0
rT—y+32=0

—r+y—2=0 y=2x
< {2:0 ¢>{z:0
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Ainsi | Ker(A) = Vect(

O ==

x
e Calculons Ker(A —2I). Soit X = |y

z
2y +2:=0
XeKer(A-2I) & (A-2DX=0&<¢ —2—y+2=0
r—y+2z=0
y==2
< {IZO
0
Ainsi | Ker(A —2I) =Vect(| 1
1
x
e Calculons Ker(A —4I). Soit X = |y
z

—2rx—-2y+2z=0
XeKer(A-4l) & (A-2)X=0&(¢ —2—-3y+2=0

r—y—z=0
o z=z
y=0

Ainsi | Ker(A —4I) = Vect(

=

ii. Comme A € M3(R) et posséde trois valeurs propres distinctes, A est diag-
onalisable. Notons

1 01
D = Diag(0,2,4) et P=[1 1 0
011
Alors on a A= P.D.P~%.
x a
iii. Soit X = |y | et Y =1|0b]. Alors
z c
r+z=a
PX=Y & r+y=>
y+z=c
rT+z=a rT+z=a
& y—z=—-a+b &< y—z=—-a-+b
y+z=c 2z=a—-b+c
- _1 L 1,
,L'—(I,—Z—E(L+%b—§1(, X
& y=z—a+b=—3a+3b+ 3¢
z=12a—-1b+1c
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et on en déduit que

[N,
[NIEE NI
I

1

2
pr= |2

1 1

2 2

iv. On a alors D* = Diag(0,1/2,1/4) et enfin

SIS

1/8 —1/8 1/8
A*=PD*P'=|-1/4 1/4 1/4
-1/8 1/8 3/8

tous calculs faits

‘Partie II : Une caractérisation des matrices pseudo—inversibles.‘

1. (a) Comme les endomorphismes f et f* commutent, la relation fo f*o f = f s’écrit
aussi:
{ [rofof=7f
fofof =7
(b) Comme Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de E, il est évident

que {0} C Ker(f) N Im(f).
Soit y € Ker(f) N Im(f). Alors il existe z € F tel que y = f(z). Alors

y=flx)=f"ofof(x)=f"(fly)=f(0p)=0
puisque y € Ker(f). Donc y =0 et on a Ker(f) N Im(f) C {0}.
Ker(f) n1m(f) = {0}

(¢) On a Ker(f) NIm(f) = {0} et d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(f)) +
dim(Im(f)) = dim(E) donc Ker(f) @ Im(f) = E : Ker(f) et Im(f) sont
supplémentaires dans E.

Bilan : par double inclusion,

2. Dans cette question, on suppose que Ker(f) @ Im(f) = R™.
On définit Papplication

forIm(f) — Im(f)
z = f(2)
et on admet quelle est linéaire.
(a) Soit z € Im(f). Alors
v € Ker(fo) & flz) =0 x € Ker(f) N Im(f) &z =0

puisque Ker(f)NIm(f) =0, les deux s.e.v. Im(f) et Ker(f) étant en somme
directe. Par conséquent, fo est un endomorphisme injectif de 'e.v. Im(f) qui
est de dimension finie, il s’agit donc d’un automorphisme de Im(f).

(b) D’apres le cours, puisque Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans R™, pour
tout z € R", il existe un unique couple (z1,x) € Ker(f) x Im(f) tel que
T =T+ X2.

On pose alors g(z) = (fo) ™" (22).
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(¢) L’application g va clairement de R™ dans R™. Montrons que g est linéaire.
Soit (z,y) € R" et & € R. On décompose z et y sous la forme

r=z1+x2et Yy =191+ Y2
ol (21,11) € Ker(f)?* et (zq,y2) € Im(f)% On a alors
ar +y=ar; + 1y +ary + Yy
ot axy +y1 € Ker(f) et axs + y» € Im(f). Par définition de g, on a alors

glox+y) = (fo) ' (ams+1ys)
= a(fo) " (z2) + (fo) ' (1) par linéarité de f;!
= ag(z) + g(y) par définition de ¢

Ainsi g est linéaire.

Bilan : |g est un endomorphisme de R™ ‘

(d

N

Montrons que :
fog=gof (1)
fogof=1f (2
gofog=y9 (3)

Soit z € R", avec & = z1 + z2 ot 21 € Ker(f) et z2 € Im(f). Alors

foglz)=fo(fo)™

En effet, comme fy ' (z2) € Im(f), on a f o (fo)™"(22) = fo o (fo) M) = 22
De plus, g o f(z) = g(f(@1) + F(22)) = g0 F(w2) = (o) (F(2) = (fo) ' o
fo(w2) = 2 puisque x5 € Im(f).

Ainsi f o g(z) = go f(z) pour tout = dans R", on en déduit donc (1).

Ensuite,

j172) = T2

fogo f(x) = f(ws) = f(w1+x2) = f(x) puisque f(z1) =0

d’ou (2) et enfin

go fog(x)=g(zs) = (fo) ' (2) = g(x) par définition de ¢
d’ou (3).

En notant B la matrice dans la base canonique B de ’endomorphisme g défini
précédemment, on a alors

—
o
~

AB = BA,ABA= A, BAB = B

Bilan : ‘A est pseudo—inversible‘

3. Une autre formulation :

(a) Montrons que pour tout endomorphisme f € L(R™), on a :

Ker(f)& Im(f) =R" <« Im(f) = Im(f?)
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(b)

N. Marconnet - Lycée Saint Just 7

o Supposons que Ker(f) @ Im(f) =R" et montrons que Im(f) = Im(f?).
Tout d’abord, pour tout y € Im(f?), il existe x € R" tel que y = f?(z) =
f(f(z)) donc y € Im(f). On a donc déja l'inclusion Im(f2) C Im(f).

Soit y € Im(f). Il existe z € R™ tel que y = f(z). Par hypothese Ker(f)®
Im(f) =R", il existe donc z; € Ker(f) et zo € Im(f) tels que x = z; + .
Il existe z € R" tel que z2 = f(2) et on a alors

y=f(z) = far + f(2) = f(22) + f2(2) = f*(2)

donc y € Im(f*). D’ou linclusion Im(f) C Im(f?).
Finalement on obtient bien que Im(f) = Im(f?).
Ainsi Ker(f) @ Im(f) =R" = Im(f) = Im(f?).

e Supposons que Im(f) = Im(f?) et montrons que Ker(f) ® Im(f) =
R"™. Tout d’abord d’aprés le th. du rang, on sait que dim(Ker(f) +
dim(Im(f)) = n. Il reste donc & montrer que Ker(f)+ Im(f) =R".
Notons que linclusion Ker(f) + Im(f) C R™ est évidente.

1l reste & montrer que R™ C Ker(f) + Im(f).
Soit y € R™. Alors f(y) € Im(f) = Im(f?) donc il existe z € R™ tel que
f(y) = f*(x). Alors

y=y—f(x)+ f(z)
ot f(x) € Im(f) et y—f(x) € Ker(f) puisque f(y—f(z)) = f(y)— f*(z) =
0. Donc y € Ker(f)+ Im(f). Ainsi on a bien Ker(f) + Im(f) =R".

e Bilan : ‘K("T(f) eIm(f)=R" < Im(f)= ]m(fQ)‘

On remarque que si Im(f) = Im(f?) alors rg(f) = rg(f?). L’implication ré-
ciproque est également vraie : si rg(f) = rg(f?), comme Im(f*) C Im(f), on
a alors Im(f?) = Im(f).

Pour une matrice A et f son application linéaire canoniquement associée, on
a alors :
A est pseudo-inversible < Ker(f) @ Im(f) =R"

& rg(f) =rg(f?)
& rg(A) =rg(4?)

Bilan : ‘A est pseudo-inversible ssi rg(A) = rg(A?) ‘

Le programme indique que rg(A) = rg(A?) donc la matrice A est pseudo-
inversible d’aprés ce qui précéde.
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‘Probléme 2 : un calcul de l’intégrale de Dirichlet‘

[Probléme : un calcul de Pintégrale de Dirichlet (EML 2004)|

+o00
Partie I : Etude de la fonction z — /
0

sin(t) &t
t+x

1. (a) Soit z €]0;+o00[. Posons
flw) =& i) =%
, ’U. % w
g'(u) = sin(u) g(u) = — cos(u)
Les fonctions f et g sont de classe C! sur [1,z]. Par IPP,
cos z v
Flz) — [_7(”)} - / coslu)
u 1 1w
cos(z ¥ cos(u
= _coslz) + cos(1) f/ g )du
x 1w
L’intégrale l+°° “’Z#du est impropre en +o0o. Pour tout u > 1, |%(2")| < L
Comme l'intégrale f;roo #du est convergente (Riemann impropre en +o00, a =
2 > 1), par majoration (fonctions positives), I'intégrale flﬁe “’;#du est absol-
ument convergente, donc convergente.
De plus, pour tout z > 0, | — &T(T” < 1 donc limxﬁﬂo—mlM = 0 par en-
cadrement. Finalement,
+o00
cos(u
lim F(x):cos(l)f/ g )du:aER
T—+00 1 U
On admet que de maniére analogue, G admet une limite finie en 4oc.
On note S cette limite.
(b) Pour tout réel z €]0; +o00],
+00 o3 +00 ; T +00 ;
sin(u sin(u sin(u sin(u
/ Ldu = / Ldu - / Ldu = / Ldu — F(2)
- u 1 u o 1 u
+°° sin(u) s o
donc ——~du est convergente comme différence d’intégrales convergentes
u
€T
400 L3
sin(u
ct/ 7()du:afF(:L’).
- u
+00
5 cos(u) oo o
De méme /L Tdu converge, et [ %(“)du =0 - G(z).
2. (a) Soit ¥ €]0;+o0[ et tout réel T' €]0; +oo[. On considére I'intégrale fOT si:(? dt.
(1) Posons u =t + x.
(2) La fonction ¢ + ¢ + x est de classe C! sur [0, 7T, strictement croissante sur
cet intervalle et bijective de [0,T] sur [z, 2 + T1.
t=0 t=x
(3) Bornes : { i { f— 24T
(4) du = dt
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(5) sz—(;) dt = Sm(zi_m)du. 4. Par définition de a et 3, lim, o F(z) = a et lim,_, o, G(z) = S.

Par CDV, Ainsi lim, (a0 — F(z)) = 0, et comme cos(z) est borné lim, ,; cos(z).(a —
T in(t) AT inu — ) F(z)) = 0. De méme lim,_, ; « sin(z).(8—G(z)) = 0. On en déduit que lim, ;- A(z) =
[ 5 - [t 0.
0o t+z P u Pour les mémes raisons, lim,_, 1o, A'(z) = 0.
o+T o :
B sin(u) cos(x) — sin(x) cos(u) )
= /T - du (formule donnant sin(a — b)) Bilan - ‘hmz~>+oo A(2) = limy o A7) = O‘
o+ T o+ T
sin(u ) cos(u :
= COS(I)/ #du - sm(:c)/ #du 5. (a) Pour tout u €]0, 1], comme u € [0, 5], on a 0 < cos(u) < 1, d'ott 0 < Coi'f“) <i

Soit z €]0;1]. En intégrant (bornes bon sens), on a alors
(b) On en déduit que

lim /O.Tsm(t)dt:COS(x)/medufsin(x)/medu 05/z Cozf ) </z %du & Og/z COSU( ) gu < — In(z)

oo bt u “ (b) Siz €]0,1], on a alors sin(z) > 0 et
Ces deux derniéres intégrales étant tes, Vintegrate [ 200 gy cos(u)
es deux derniéres intégrales étant convergentes, l'intégrale e con- 0< sin(x)‘/ O5) 4 < —sin(z). In(x)
verge. z u
Comme —sin(z)In(z) ~,0 —xln(z) —,0 0 par CC, on en déduit par en-
+00 +o00 . T T )
Bilan : / sin(t )dt cos(z) / sm(u)d“ sin(z) / &(u)du cadrement que lim,_,qsin(z). f: Wdu = 0. Par ailleurs, par la relation de
0 t+uw - u - U Chasles,
3. D’aprés les questions précédentes, pour tout = > 0, +00 oa 1 00 e
R . sin(z) / Mdu = sm(:r)/ cos(u) ——=du + sin(z )/ Mdu
 gi b T x 1 u
Alz) = cos(x)/ Mdu - sin(x)/ Mdu
® u ) ® u et lim, o sin(z) f;roo COzﬂdu = 0 puisque lim, o sin(z) = 0 et que lautre terme
= cos(z).(a — F(z)) — sin(z).(8 — G(x)) est constant.
Comme la fonction u — 22 est de classe C* sur 10; +00], la fonction F qui est une 9 cos(u)
primitive de cette fonction est aussi de classe C* sur 10; +-00[. De fagon analogue, G Bilan : |lim,_,o+ bln(l‘)/ du=0
est de classe C* sur ]0; 4+o00[. Finalement par produit et différence, l'application A x u
est de classe C* sur |0; +o0]. Foo
] [ (c) La fonction u — b”'(“) est continue sur ]0; +oo[. L’intégrale sin(u )d est
o u
Pour tout z > 0, donc impropre en 0 et en +00. Nous avons déja montré a la question 1.(a) que
) . l'intégrale oo “"(“)du est convergente.
Alw) = —sinz).(a = Flz)) = cos(2).F'(z) = cos(2).(8 = G(x)) + sin(x).G" () Par alllcursf par limite classique lim,,_,o Sm(") = 1, donc l'intégrale [ ! sin ")du est
3 e , . U—
= —sin(z).(a — F(z)) s(z)w —cos(z).(8 — G(x)) + sin(x).COb(l) faussement impropre en 0 donc (’onvergente
— —sin@).(a - F(z)) - cos(a).(8 — G(z)) 4 2 sinu)
Finalement l'intégrale / ———=du est convergente.
Puis 0
" , . , Par ailleurs,
A'(z) = —cos(z).(a — F(x)). +sin(z).F'(z) +sin(z).(8 — G(x)) + cos(z).G'(z)
3 0 sin(u) ) % cos(u)
— —A(e) 4 sin(e) D o), 50) Aw) = eos(o) [ au - sin(o) [
2 2
sin“(x) + cos*(x . o0 si .
= —Ax)+ % Alors lim,_,q+ cos(z) f: sm(“)d f0+ Wdu, et d’aprés la question précé-
1 dente, lim,_,o+ sin(x) f;oo COhu(mz;lu =0.
= —A(x)+ z
] +00 o3 400 -
A sin(u) ] ) N sin(u)
Bilan : ‘A € C>°(]0; +00[) et Vo > 0, A"(x) + A(z) = 1 Bilan :|l'intégrale /0 Tdu est convergente et lim, o+ A(z) = /0 Tdu
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—xt

Partie II : Etude de la fonction z —— / 1/+ m dt

1. Soit © €]0;+oo[ et k € N. La fonction ¢t — ’kli—;zn est continue sur [0; +o0[, donc

+oo 4k —at
l'intégrale / 5 dt est impropre en +o00.
0

1+t
) tk efzt A
T S e =, 1100 0 par CC.
donc tkli;; ' = Ot 00 t2> Comme l'intégrale f1 dt converge (Riemann impropre

en +0o, & = 2 > 1), par critére de neghgeablhte (fonctions positives) l'intégrale

+o00 tk —zt 1 tk et

/ ——dt converge. Comme / ———dt est bien définie, on obtient le résultat
) o 1+12

souhaité.

+o0 tk —xt
Bilan : |Vz €]0; +oo[, Vk € N, l'intégrale / Tdt converge
0

2. (a) La fonction exp est de classe C* sur R. Soit u € R.
On consideére l'intervalle I = [—|ul, |u|]. Alors pour tout ¢ € I,

H(t)‘ _ et < e\u|

Comme u € [ et 0 € I, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la
fonction exp a l'ordre 2,

1
| exp(u) — exp(0) — exp/(0).u| < 5.

et ainsi

2
VueR, le"—1—ul< %e'“‘

(b) Pour tout réel z €]0; +oo[, pour tout entier naturel k et pour tout réel h tel que
0<|hl <5

‘Bk<x+h)— ) |

+o0 tk —axt—ht +o0 tk C—zt +o00 tk+1 C—mt
- dt — dt h.idt‘
i ’/ T /U 1162 +/0 116
+o00 fk —xt— hf fk —xt tk+l efzt
|h|‘/ 1re “T e T e

00 ¢h ot (o~ ht
t —1+ ht)
— dt par inégalité triangulaire

|h] / 1+¢2 ‘ P & &
D’apreés la question précédente, appliquée avec u = —ht :

le™ —1 4+ he| < (h;) ol

D’ou

Bi(x + h) — Bi(x) /+oo 2 o(—atnl) ¢
Ble i W Ba) | p, o) < e,
e < g e
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Par hypotheése, |h| < §, donc —z + || < —%, et en définitive on obtient :

Bu(x _ T +oo, 1k+2 ——t
‘ w(z + h) — By(x) By, |h\ / f
h N

Bilan :

R Bk+1(l')) < @B,M(%)

(¢) Comme limyp_,g 2|Bk+2( ) = 0, par encadrement on obtient que

L
Bilan : pour tout entier naturel k, By, est dérivable sur ]0; 400 et :
Va €]0; 400, By (z) = =B (2)

(d) Notons pour tout n € N : H(n) : "By est de classe C" sur |0; +o0[ et Bé"> =
(=1)".B,."
e Initialisation : si n = 0, By est dérivable donc continue sur |0; +oo| et la
relation est évidente.
o Hérédité : soit n € N tel que H(n) est vraie. D’aprés ce qui précede, B,
est dérivable, donc BY") = (—=1)".B, l'est aussi. Ainsi By € C"1(]0; +00])
et B{"™ = (=1)".B, = (—1)™'. B, donc H(n + 1) est vraie.

e Conclusion : | By est de classe C* sur |0; +oo| et Vn € N, B(()") = (-1)".B,.

On a de plus : pour tout x > 0,

Bj(z) + Bo(z) = By(x)+ Bo(x)
+o0 t2 —Ltd +oo e—xt p
= b —dl
/0 1+¢2 +/0 1+ ¢2
+oo 1 t2 —xt +o0
= / A+#)e™ )j dt:/ e "t dt
0 I+ 0

1
— intégrale de cours
x

Bilan : ‘VL>0 B{j(x) + Bo(x ):%

3. Tout d’abord, Vk € N, V¢ > 0, Vo > 0, th; > 0 donc en intégrant By (z) > 0.
Donc By(xz) > 0. Comme Bjj(z) = —Bi(x), on a aussi Bj(z) < 0 donc —Bj(z) > 0.
Ensuite, comme B{j(z) = By(z) > 0, et Bf(z) + Bo(z) = %, on a nécessairement
By(z) < 2.

En dcrlvant la relation B{(x) + By(x) = 1, on obtient :

. 1 1 1
B (#)+By(a) = —— & ~By(a)+ Byx) = —— & By(a) = ——+Bs(x) > ——

car Bs(z) > 0.

Bilan : ‘Vre() +oo[ : 0 < By(z )gietog—B{)(z)gi

De fagon évidente, par encadrement ‘lim‘TﬁJroc By(z) = limy— 400 By(z) =0 ‘
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4. (a) Soit z > 0. Pour tout ¢ € Ry, e™* < 1, donc % < e

intégrales étant convergentes (cf plus loin), on obtient

+o00 1
0

142

En intégrant, les

D’autre part, par la relation de Chasles,

= -at +oo _—at
Bo(a) = [T < dt+/ o

0 1+t 2 14142
VT
Comme f%oo ﬁ—:; dt > 0, on a alors
1
= oe
By(x) > — dt
@) > /0 T+

Pour tout ¢ € [0, ﬁ} e > e VE Dot

7 o1
Bo(x) > eV=. dt
O(I) Z € /(; 1+ tz

1
1+¢2

1

1+¢2 dt

% +00
Bilan : |V €]0; +o0], c’ﬁ'/f dt < By(z) < /
0 0

(b) Soit A > 0. Alors

A
1
/0 TIe dt = Arctan(A) — Arctan(0) = Arctan(A) = a1 00 g

+00

1

Donc / e dt = g Par encadrement, on en déduit que‘ lim, o+ Bo(z) = 5 ‘
0 t

sin(u)

+0oo
Partie IIT : Calcul de l’intégrale / du
0

u

1. Comme les fonctions A et B sont de classe C* sur |0; +oo], il en est de méme pour
la fonction ¢ et donc pour la fonction U. Pour tout = > 0,

Ulz) = 2.p().¢'(x) = 2.9/ (x).¢" (2) = 2.¢'().(p(x) — " (x))

= 25/(0)(A) ~ Bo(e) 1 — A@) — 1 — Bo(x))
=0

Donc ‘ U est constante sur ]0; +oo[‘

2. D’aprés les résultats précédents,

lim A(z) = lim A'(z) = lim By(z)= lim Bj(z) =0

T—r+00 T—+00 T—r+00 T—+00

donc lim, 1o o(z) =0, lim, o ¢’ (2) = 0 et enfin lim, ., U(z) = 0.
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3. On en déduit que U est constante de valeur 0. Donc pour tout z > 0, U(z) = 0 d’ou
(p(2))*+ (¢'(2))? = 0. Comme une somme de carrés est nulle ssi tous les termes sont

nuls, on trouve que pour tout z > 0, p(x) = 0 donc “v’x €]0; +oo[, A(z) = By(x) ‘

4. D’une part,
+o0
lim A(x) :/ Mdu
z—0t 0 u

=T

et d’autre part, lim, o+ Bo(z) = 5. Les deux fonctions étant égales, on en déduit le
résultat final.

p—
Bilan : / sin(u) du = T
0 U 2

Assez calculatoire et un peu répétitif... Mais beaucoup de techniques entrent en jeu et tout
concourt au résultat final, ce qui est satisfaisant !
On calcule Uintégrale de Dirichlet via une sorte de "transformée de Laplace”.
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