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Informatique :

programmation en langage Python'

Notamment : simulation des variables discrétes usuelles en Python (loi uniforme
discrete, loi bindmiale, géométrique, de Poisson, générateur rd.random()).

Chapitre 7 - Variables & densité (tout) '

1. Fonction de répartition

Définition et propriétés : limites, croissante, continuité a droite en tout point.
Propriété supplémentaire : P(X = a) = Fx(a) — lim;_,,- Fx(t).
I est une fonction de répartition d’'une certaine VAR X si

— F est fonction continue & droite en tout réel.
— F est une fonction croissante sur R.
— limy oo (Fx(¢)) = 0 et limy 100 (Fx(¢)) =1

2. Variable a densité

X est une variable aléatoire a densité lorsque sa fonction de répartition Fy
est continue sur R et de classe C! sur R\ E olt E est un ensemble fini (”de classe
C! sur R sauf éventuellement en quelques points”).

Une fonction f est une densité de probabilité si f positive, f continue sur R
sauf éventuellement en un nombre fini de points et telle que jf:: f(t)dt =1.

Si X est une variable a densité, on obtient une densité de X en dérivant F'x
partout ol c’est possible et en donnant une valeur (positive) pour les autres
points.

Si X a pour densité f alors
Ve e R, Fx(z)= / f(t)dt

Points critiques d’une variable a densité : points ou F' n’est pas dérivable, ou f
n’est pas continue.

Univers image X (Q2) = {z € R tels que f(z) > 0}
P(X=a)=0,P(a<X <b)=Pla<X<b)=..=Fx(b) — Fx(a).

3. Transformées d’une variable & densité

Transformation affine d’une variable a densité
Méthodes pour loi de X2, de | X|, de | X].

4. Espérance d'une variable a densité

Définition, propriétés.

Théoreme de transfert pour les variables a densité.

5. Variance d’une variable a densité

Existence et calcul de F(X?).
Définition de la variance.
Formule de Koenig-Huygens.
Propriétés de la variance.

Ecart-type.

6. Lois usuelles

Loi uniforme sur [a, ] : densité, fonction de répartition, espérance (*), variance.
Stabilité par transformation affine : si X suit une loi uniforme et si « € R*,
B € R, alors Y = «.X + 3 suit aussi une loi uniforme, que ’on peut préciser en
déterminant Y ().
Loi exponentielle de parametre A > 0 : densité, fonction de répartition, espérance
(*), variance. Attention parametre inversé dans la simulation Scilab.
Stabilité : si @ > 0 alors X — £(1) & 1X < £(a) (savoir démontrer une
implication *).
Variante qui revient au méme X — &(a) & aX — £(1)
Loi d’un processus sans mémoire : comprendre.
Loi normale

— Rappel : intégrale de Gauss.

— Loi normale centrée réduite : densité, fonction de répartition @, espérance,

variance. Propriétés de ® : ®(0) = 1, pour tout z € R, |®(—z) = 1 — ®(z) ‘

(sert tout le temps)

— Loi normale de parametres m et o2 : densité, fonction de répartition,
espérance, variance.

— Stabilité par transformation affine : si X suit une certaine loi normale,
sia € R 8 € R, alors Y = a.X + [ suit aussi une loi normale. On
déterminera ses parametres en calculant E(Y) et V(Y).

— Centrage-réduction : si X < N(m,0?) alors X* = =" suit la loi N'(0, 1).

— Table des valeurs de la fonction ® : a savoir utiliser.



e Loi petit gamma
— Rappels sur la fonction Gamma.
— Densité, espérance (*), variance (*) : calculs rapides grace a la fonction
Gamma.
— On remarque que X — (1) & X < £(1).

e Produit de convolution pour les variables a densité
A utiliser pour trouver la loi de X+Y ot X et Y sont a densité et indépendantes.

Théoreme

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a densité indépendantes définies

sur le méme espace probabilisé (2, 7, P) de densités respectives fx et fy.

On note Vx € R, h(z) = fj:oo Fx (@) fy(z —t)dt

— Versionl : sila fonction h est définie, continue sur R sauf éventuellement
en un nombre fini de points alors h est une densité et X +Y est une variable
aléatoire a densité de densité h donc :
400

Vr €R, fxiv(z)= Jx(@) fy(z —t)dt
— Version 2
Si fx ou fy est bornée sur R alors la fonction h est une densité et
X +Y est une variable aléatoire a densité de densité h donc :

+00 +00

VeeR, fov(e)= [ fOfta-di= [ " fxta-froi
On regardera donc d’abord si 'une des deux densités est bornée pour pouvoir
appliquer la version 2, et sinon a défaut on se ramene a la version 1.

Exercice a savoir refaire :  Soient A et p des réels strictement positifs tels que
A # L.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur le méme es-
pace probabilisé (Q2), T, P) suivant toutes les deux des lois exponentielles de parametres
respectifs A et .

Onnote Z =X +Y.

Justifier que Z est une variable a densité et déterminer une densité de Z

7. Stabilité pour la somme : loi gamma et loi normale

(a) Si X1 <= y(11), si Xo < y(v2) (ot vy €]0,+00[ et vy €]0,+00[) et si X; et Xy
sont des variables indépendantes
alors ‘Xl + X5 = y(1 + o) ‘

—
o
=

SiVk € [[1,m]], Xy < v(vg) et siles m variables aléatoires Xy, Xo, ..., X,, sont
mutuellement indépendantes
alors‘X1+X2+...+Xm‘—>'y(1/1+1/2+~'+1/n)‘

(¢) Conséquence pour une somme de variables indépendantes suivant la loi expo-
nentielle de parametre 1.

(d)

(e)

Si Xi = N(my,0d), si Xo < N(mag,03) et si X; et Xy sont des variables
indépendantes alors

X+ Xo ‘—>N(m1+m2,0f+cr§)

Si Vk € [[1,7]], X} = N (my,0}) et si les r variables aléatoires Xy, Xa, ..., X,
sont mutuellement indépendantes, alors

X1+ Xo+ . +X, s N+ +mp, 00 +---+02)

8. Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

(a)

Inégalité de Markov.

Démonstration guidée sous forme d’exercice (*) & savoir refaire :

Soit X une variable aléatoire (a densité ou discréte), admettant une espérance,
telle que X () C Ry.

Soit @ un réel strictement positif. On note A I'événement A = [X > a] On note
14 la variable indicatrice de I’événement A.

i. Rappeler la définition de la variable 1 4.
ii. Calculer 'espérance de la variable 1 4.
ii. Montrer que a x 14 < X. En déduire I'inégalité de Markov.

—

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (*).
Preuve en appliquant Markov a Y = (X — E(X))2.

Exercice d’application a savoir refaire
Soit A €]0, +o0[. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de
parametre \.

, 1 1
Montrer que Ve > 0, P (|X — X' > e) < e
<

En déduire que P <X > *) i

(*) : preuve exigible



