Corrigé du DS n°4 - 3/12/2025

Exercice 1

1. X2() =[[1,2]]. De plus, P(Xy=1)

wt

P(Ny=1)=1.
Dot P(Xy=2) =1— P(Xy =1) =
Bilan : | Xy — U([[1,2]])

D’apres le cours, | E(X3) = 3| et |V(X2) = 21—51 =1

[SI

- X(@) = [1,3]),
L’événement [X3 = 1] correspond au cas ou la premiére boule tirée est la boule 1. D’ou
1
P(X3=1)=PN:1=1)= 3

Ensuite, [X3 = 3] est réalisé si 'on obtient la boule 3, puis la boule 2, puis la boule 1. Ainsi

P(X3=3) = P(Ni=3]n[N2=2]N[Ns=1])
P(Ny = 3) x Pin,—3)(N2 = 2) x Py, =3)n[n,=2 (N3 = 1) d’aprés la FPC

= —X=-X1==

P(X,=n) = P(Ni=n]Nn[No=n—-1N---N[N, =1])
= P(Ni=n) X Pnj=n(N2 =n—1) X -+ X Pn,—njn..q[N,_1=2] (Nn = 1) d’aprés la FPC
1 1

Rl
n—1 2

S|=3I=

. import numpy.random as rd

def Exercicel(n):
nb_boules=n #nombre de boules initial
a=rd.randint (1,nb_boules+1)

nb_boules=a-1

#premier tirage
#on ne garde que les boules de 1 & a-1
X=1 #on a fait un tirage
while nb_boules!=0:
a=rd.randint (1,nb_boules+1)
nb_boules=a-1

X=X+1
return X
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6. On travaille dans le SCE ([N1 = i])ig[1,nj)- D’aprés la FPT dans ce SCE, pour tout k > 2,

n
P(Xp=k)=>_ P(INy =i]) x Py,—i(X, = k)

i=1
Remarquons que si i = 1 et [N7 = 1] est réalisé, alors le jeu s’arréte dés le premier tirage,
donc Py, =1(X, = k) = 0 puisque k > 2.
Si ¢ > 2, alors il reste aprés le premier tirage ¢ — 1 boules dans I'urne. Tout se passe alors
comme si I'on devait vider une urne ne contenant plus que 7 — 1 boules lors des k — 1 tirages
restants. Ainsi, Py,=(X, = k) = P(X;-1 =k —1). On a alors

n n
1 1
P(X,=k)= —xPXi1=k—-1)== P(Xi1=k-1).
(Xn )Z;WLX(ZI )n;(zl )
7.
n
E(X,) = Y kP(X,=k)
k=1
n 1 n
= P(X,=1)+ Zk;ZP(Xi,l =k—1)
k=2 =2
1 1 n n
= 5+522k.P(Xi,1 =k-1)
i=2 k=2
1 n n—1
= (143 ) (+1)PXia =)
i=2 j=1
1 n n—1 n—1
= S.(1+Y_ O iPXia=j)+ Y P(Xi1=3j))
n i=2 j=1 j=1
1 n
= —.(1 EBE(X;_ 1
—( +; (Xi-1) +1))
1 n
= —.(1 E(X;—
—( +n+i§ (Xi-1))
VRS
n n n — it
et en particulier, > 7' 5 B(X;—1) = n.E(X,) —n—1.
On a aussi par décalage d’indice,
1 1 n+1
E(X, =1 . E(X;—
(o) = b+ oy B
= 1+ ! + ! (B(X )+iE(X- )
o n+l n+1 " P it
L L B B —n—1)
o n+l n+1" " ' "
1
= 1+ ——+EX,) -1
+ n+1 +E(Xn)
1
= EXn —
(Xn) + n+1
Bilan : E(XnJrl) - E(Xn) = ﬁ
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8. On obtient par une récurrence facile (ou descente avec des pointillés) : (¢) On en déduit ainsi que ‘ E(Xp) ~nos+too In(n) ‘

n n
1 1
E(X,) = -+ E(Xy) = — puisque X1 =1 - - .
(Xn) ]; R HED) ; k [Exercice 2 : la loi de Weibull]
9. (a) Question hyper-classique ! Soit A un réel fixé strictement positif. Soit X une variable aléatoire, dont la fonction de ré-
Soit k > 1. Par décroissance de la fonction inverse sur |0; +oo[, pour tout ¢ € [k, k+ 1], partition F) : R — R est telle que
1 1 1 1—exp(=Ay/z) siz>0
<< r) = '
Fr1S1 Tk Y EeR, Ri() { 0 siz<0
d’out en intégrant entre k et k + 1 (bornes bon sens et fonction continue), 1. La fonction Fy est de classe C sur R privé éventuellement de 0.
1 k+1 e+l | 1 [kt De plus, lim,_,g+ 1 —exp(—=A.v/z) =1 —1=0= F)(0). Donc F) est continue en 0, et donc
a1 Ldt < Sdt< ldt aussi sur R
k+1 k k t k k )
et ﬁ < ‘]‘:H %dt < % Bilan : ‘X est une variable aléatoire a densité‘

On a donc déja fkkﬂ % dt < % De plus en décalant les indices dans 'inégalité de

gauche, on trouve que pour tout k > 2 : On dit alors que X suit la loi W(A) : loi de Weibull de paramétre A.

1 ko 2. Pour tout x > 0,
- S/ —dt / A AT
k= Jeat Fy(x) = DN
Bilan : |Vk > 2, f:“% dt<t< ]‘k"_l% dt‘ On obtient une densité de X en dérivant Fx lorsque cela est possible (ici sur R*) et en

donnant une valeur arbitraire ailleurs (ici en 0). Donc une densité de X est :

(b) On somme cette relation pour k allant de 2 & n :

0 siz <0
n k+1 1 n 1 n k 1 f>\(ac) _ { N N =
Zdt< _< Zdt A e MV siz>0
k:z/’C t 7kz:2k 7k:2/k’1t e
puis en répétant la relation de Chasles : 3. La fonction F) est clairement de classe C*° sur |0; +oo[. En redérivant le résultat précédent
n+1 1 n 1 n 1 ’
JARLENES T A 5 L
2 — 1 Fl'(p) = Z.(-2V% Az I A ANz
k= 3 (@) R +\/;Z 2\/5)6
1 D-m@ <> L AL yyeaE
— = = —.(——=—-MN)e
n(n+1)—1In(2) < g 5 s n(n) w7
et enfin " tous calculs faits. Comme A > 0, on voit alors que Vo > 0, F{(z) < 0 : la fonction F) est
1 ave s .
In(n+1)—In(2)+1 < % <In(n) +1 concave sur ]0; +oof.
k=1
. . Etudions la dérivabilité de Fy en 0T : pour tout = > 0,
ce qui implique que
n
1 Y
In(n) —In(2) +1< Y — <lIn(n)+1 Fy(z) = FA(0) _ e AVE g
k " - =
k=1 z—0 x
Dot en divisant par In(n) Comme €% — 1 ~y_0 u, et comme lim,_,0 —A.\/Z =0, on a
In(2) 1 Y1k L F
- < &h=lk o A (z) — FA(0) AVE A
! In(n) * In(n) = In(n) — L+ In(n) T a0 a0t T Masot Vz g0+ 100
no1
D’ou par encadrement lim,, % =1 Bilan : F) n'est pas dérivable a droite en 0. On peut dire que la courbe C, admet une
demi-tangente horizontale a droite en 0.
Bilan : - e In(n)
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4. Allure de la courbe représentative de F) :

5. Soit Y la variable aléatoire ¥ = X - vV X.

(a) Comme X > 0 et X(Q) =]0; +o0[, on voit que Y () =|0; +oo|.
Soit x € R.
e Premier cas : siz <0 alors Fy(z) = P(Y <z)=0.
e Deuxiéme cas : si z > 0 alors
Rr) = POVX <a)

= P(X< ( %) par stricte croissance de la fonction carré sur ]0; 4+-o00[

2
x
= Fx(3)
= 1- 57’\‘§
= 1—-¢€e"

e On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre 1.
Bilan : |Y < £(1)

D’aprés le cours, une densité de Y est donc :

fy(z):{o siz <0

e sizx>0

(b) Soit r € N*. D’aprés le théoréme de transfert, sous réserve de convergence (absolue) :
+o0
EY") = / t". fy (t)dt
—oo
+o0
= / e tdt
0
= T(r+1)=r!

Bilan : ‘E(YT) existe et £(Y") = r!‘

(c

N

Comme Y = AVX, on a X = 34.Y2 Donc pour tout r € N*, X" = 4-.Y?". Comme
E(Y?) existe, X" admet une espérance et

T T 1
E(X") = /\ZT EY?) = 2T.(zr)!
En particulier, E(X) = & et E(X?) = )\47} = 2} Par la formule de Huygens, on a
ensuite 91 4 20
V(X) = B(XY) (B = 2 - =2
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2 2
Bilan : | E(X) = 2 et | V(X) = /\2

6. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre A.
Alors (Z%)(Q) = R, Soit = € R.
o lercas: siz <0 alors Fpe(z)=0.

e 2¢me cas : si x > 0 alors

Fp(x) = P(Z*<u)
= P(—vVr<Z<\z)carz>0
= P(—Vz < Z < /z) car X est & densité
= Fz(Vz) = Fz(—)

Loe ™Mo g=1—ecMF

e Bilan : on reconnait la fonction de répartition de X, donc ‘ Z?% a méme loi que X

En particulier,
112
E(X)=E(Z*)=V(Z)+(B(Z))?= StRbvinb v

et on retrouve bien le résultat obtenu en 5. (c).

‘Partie 1 : Temps d’attente pour deux guichets‘

1. (a) Pour tout k € N*, [X; = k] est réalisé si le schéma de Bernoulli correspondant
débute par k échecs conséeutifs, d’ott P(X; > k) = ¢*.
(b) Pour tout k € N*,

P(Z > ]{J) = P(mm(Xl,Xg) >) = P([Xl > ]f} n [Xz > k‘])
= P(Xi; > k).P(Xy > k) car X; et X, sont indépendantes
— =

()
P(Z =1) = P(min(X;,Xs) =1) =1 — P(min(X;, Xs) > 1) =1—¢*

(d) Z(Q) = N*. D’aprés ce qui précéde, P(Z; =1) =1—¢? et si k > 2,
P(Z=k)=P(Z>k—-1)=P(Z>k) =¢"? =@ =(1-¢).()"
Bilan : Z(Q) = N* et pour tout k € N*, P(Z =k) = (1 — ¢%).(¢>)*!

Par conséquent | Z — G(1 — ¢?)

(Z)=15 =
T+ Z = maz(Xy, Xo) + min(X1, Xs) = X5 + X,

D’aprés le cours,

1—¢ p<1+tI)

2. (a) On a d’abord

et ensuite

=|X; — Xo| = max(Xy, Xp) —min(X,,Xo) =T —-Z
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(b) Comme T + Z = X; + X», on a par linéarité de Pespérance,

2 1 2421 1+
p pl+q)  p(l+q  p(l+9q)

E(T) = E(X1) + E(X2) — E(Z)
(¢c) Z et T ne sont pas indépendantes, puisque par exemple P([Z = 1]N[T = 2]) =0,
alors que P(Z =1).P(T = 2) # 0.
(a) Il est clair que A(Q) = N.
(b) [A =0] =[X; = X;] donc

P(A=0) = gfp([x1 =k N[Xy = k])

k=1

+00
= ZP(Xl =k).P(X, =k) par indépendance de X et X,
k=1

+o0 +oo
= D WP =p" Y ()
k=1 k=1
+oo 1
_ 2 2 _ 2
P @Y =p p
J=0
_ p _ p
1+q 2-—p

(c) Soit n € N*.
Xi—Xo=n]=(Xi=n+1NnXe=1)U([Xi=n+2Nn[X2=2))U---
D’ou, les événements étant deux a deux incompatibles,
400
P(Xi—Xy=n) = Y P(Xi=n+kn[X,=k)

k=1
+00

= Z P([X:1 =n+k]).P([Xs =k]) car X; et X, sont indépendantes

k=1

+00
— Zp-q”*’k_l-qu_l
k=1

+oo
= pg" > (A
k=1

+00
= pg" Y (¢*) enposant j=k—1
=0
1 p-q"
PXi—Xo=n)=pq" " —— =
(X1 —Xo=n)=pg T F - 1+q

On a ensuite
[A=n]=[X;—Xo=n]U[Xy - X; =n]
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P(A=n) = P(X;—X;=n)+ P(X,— X; =n) par incompatibilité
2.P(X; — Xy =n) car X; et X, ont la méme loi

_ 24
2-p
Loide A :
o A(Q) =N
o P(A=0)= 52
e Vne N, P(A=n)= 221’;‘1;

(d) La variable A admet une espérance ssi la série Y, ., n.P(A = n) est convergente
(elle est alors absolument convergente car a termes positifs).
Sous réserve de convergence,

+00
E(A) = Y nP(A=n)
n=0

“+o0o
2 . n
= Z n. i le terme en n = 0 étant nul
n=1 -
2pq +oo
n—1
= . n.q
S

On reconnait une série géométrique dérivée, qui converge car |g| < 1. Donc E(A)
existe bien, et en reprenant le calcul :

2pq 1

2-p'(1-q)?
2q

p(2—p)

BE(A) =

Donc enfin | E(A) = ﬁ

4. L’événement A = [X3 > A] est réalisé si le client C3 achéve son opération en dernier.

Comme X;, X3 et X3 sont mutuellement indépendantes, par coalition les variables
aléatoires A = | X; — X,| et X3 sont indépendantes.
D’apres la formule des probabilités totales dans le SCE ([A = k])ken :

P(A) = SP([A =k N[X3> AJ)

k=0

- fp(m = N [Xs > k)

+00
= Z P([A =k]).P(X3 > k) par indépendance de A et de X3
k=0

+o0
= P(A=0).P(X5>0)+ Y P([A=Kk).P(X5>Fk)
k=1
attention le terme en k& = 0 n’est pas donné par la méme formule
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8. Deux cas particuliers

(a) Soit N une variable suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
Pour tout t € R,

_ p 2pq ;
N Z +oo

On reconnait une série exponentielle, qui converge donc quel que soit t € R. On
b 4 2175]2 1 a ensuite
2-p 2-pl-¢ G(t) = e M =MD
2
= 3 p + e 2)(1(2 ) orl4q=2—-p Cette fonction Gy est clairement dérivable sur R et pour tout ¢ € R, |Gy (t) = X.e* (=1
-D g\ —Pp iculi 4
p(2— p) +2(1 — p)? On a en particulier ‘ GN(1) =X = E(N) ‘
= 2—p)? (b) Soit t € R.
P’ —2p+2

+oo +oo +oo
(2-p) Gx(t) =Y _pd " =pt.> (a)" " =pt. ) (qt)
k=1 =1 i—0

On reconnait une série géométrique. Cette série converge si et seulement si
lgt| <1 |t| < ; (car ¢ >0).

5. Simulation en Python

import numpy.random as rd

import numpy as np Donc le domalnc de définition de Gx est Dy =] — = 7[
p=float(input("Entrer p : ")) Pour tout t € Dy,
X=rd.geometric(p,3) #on simule les trois variables en méme temps Gx(t) = pt
#pas obligé on peut aussi simuler trois variables séparemment !! 1—qt
print (X) La fonction Gx est dérivable sur Dx en tant que fonction rationnelle dont le
Delta=np.abs(X[1]-X[0]) dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle et
print(Delta)
if Delta>X[2] : wie - L o piza)tpet  p
print("A est réalisé") q'q (1—qt)? (1—qt)?
else :
print("A n’est pas réalisé") Comme ¢ €]0,1[, on a é > 1 donc 1 €] — % %[ et |Gx(1) = ﬁ = % = E(X)
‘Partie 2 : Fonction génératrice associée a une VARD‘ 9. On considére une suite (Yz)gen de variables mutuellement indépendantes, de méme
. loi que Y.
6. Soit t € [—1,1]. . . ' On note, pour tout n € N*, S, =7 | Vj.
Pour tout k € N, [P(Y = k).t"| = P(Y = k).[t|" < P(Y = k). Comme la série Soit t € [~1,1]. D’aprés le 6., la fonction G, est bien définie sur [—1,1] et pour tout
Y owen P(Y = k) converge (et vaut 1), par critére de majoration pour les séries a te-1,1],
termes positifs, la série de terme général P(Y = k).t* est absolument convergente. Y
D’apres le théoréme de transfert, I'espérance de ¥ existe et Gs,(t) = E(t5)
_ Y14zt Yy
S = =Gyl ~ B
keN NALIERRIN
Comme les variables Y7, ..., Y, sont mutuellement indépendantes, par coalition ',

T.Gy(1) =), P =k =1lcarY(Q) =

. Y, . . . 5 < . .
Pour tout ¢ € [0,1], pour tout k € N, 0 < P(Y — k).t* < P(Y — k). Dot en a.,altorssont des variables mutuellement indépendantes. D’aprés le résultat admis, on
sommant : .
oo n _ % o Yo
0<S PV =kt <3S PV =k) =1 Gs(t) = B BE™)
5= =0 = Gy(t).--- Gy, (t) = (Gy(1)"
Donc |pour tout ¢ € [0,1], 0 < Gy (t) <1 ‘ puisque les variables Y7, ..., Y, suivent toutes la méme loi que Y.
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‘ Partie 3 : étude d’un seul guichet ‘ D’aprés la question 6., cette série est bien absolument convergente, donc E(t%|[N =
n]) existe. De plus

10. (a) Soit n € N*. Pour tout i € N,

+00
pas— g~ PO X =) BN =) = 3PS, = ) = G 1)
el =0 = P(N = 1)
_ P(IN=n]n[>p_  Xp=1]) Puis, d’aprés le 9., les variables X} étant mutuellement indépendantes :
P(IN = n)) [E@IINV =n]) = (Gx, (1)"]
A s o) =1 — 0
Comme les variables X}, (k € N*) et N sont mutuellement indépendantes, n étant On admet de méme que E(#°] [N =0]) = 1 = (Gx, (t))".
un entier fixé, par coalition les variables >, _; X} et N sont indépendantes. Donc (b) La variable % étant bornée, elle admet bien une espérance.
D’aprés le théoréme de l'espérance totale, sous réserve de convergence,
P(IN =n)).PO> _Xp=1 .
Be(s =) = DI B0 B =0 py o x, =y = (s, = ) =
P(IN = n] E() = 3 P(IN = n]).E(S|IN = n))

n=0

La loi conditionnelle de S sachant que [N = n] est donc la méme que la loi de +oo
Sy. On a donc = ZP([N =n])(Gx, ()"

n n n=0
E(S|N=n)=ES,) =B X)) =Y E(X)=" = Gy(Gi(t)) = Gy o Gx, (1)

p
k=1 k=1
(c) D’aprés la Partie 2 : la fonction Gy, est dérivable sur | — %, % et la fonction G
(b) Sachant que [N = 0], on a S = X, = 0. Donc l'espérance conditionnelle de S est dérivable sur R. Par composition, Gg = Gy o Gy, est dérivable sur | — %, l[

sachant [N = 0] est | E(S| [N =0]) =0 donc en 1. ~

. . , Donc S admet une espérance et
(¢) D’apreés la formule de 'espérance totale, sous réserve de convergence,

oo E(S) = Gs(1)
E(S) = Y P(N=n).E(S|[N =n]) = Gy(Gx,(1)).Gx, (1)
n=0 = GIN I)G/Xl(l)
+o0
_ Ao = E(N).E(X1)
_ A AR 1
= e .;n!.p )
N> +oo A1 p
Ty = (n-1)!
Ae *i” Ak
p (k)
—A
_ e A
p
_ A
=5

11. (a) Soit n € N*et t € [-1,1].
D’aprés le théoréme de transfert, E(t%|[N = n]) existe si et seulement si la série

+o0 )
E t'.Py—n(S =1)
i=0

converge absolument, c’est a dire ssi Z:;OS’ P(S, = i).t" converge absolument
d’aprés le 11.a.
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