Devoir surveillé n°5 - 14/01 /2026

Consignes : Vous devez numéroter les pages et encadrer a la régle vos résultats.

|Exercice 1 |

Soit E l'espace vectoriel R?® muni du produit scalaire canonique.
On note B = (eq, g, €3) la base canonique de F.
On notera (., .) le produit scalaire canonique de E et ||.|| la norme associée.

Dans cette partie, on note g 'endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la
base B est la matrice :

1. Calculer la matrice A2, puis la matrice A3.
Déterminer un réel o > 0 tel que : A3 = —a?. A

2. Démontrer que 0 est valeur propre de g, et déterminer un vecteur v; de norme 1 tel
que (v1) soit une base de 1'espace propre Ey(g) de g associé a la valeur propre 0.

3. Déterminer '’ensemble des valeurs propres de g.

4. L’endomorphisme g est-il bijectif ? Est-il diagonalisable 7
5. On pose vy = \%(—1,0, 1).

Démontrer que vy € (Eg(g))+, puis déterminer un vecteur vs tel que (v, v3) soit une

base orthonormale de (FEy(g))*.

6. Démontrer que la famille C = (v, v, v3) est une base orthonormale de F, et déter-
miner la matrice représentative de g dans la base C.

1. Pour tout endomorphisme f de E, démontrer que les deux propriétés (Py) et (Ps)
ci-dessous sont équivalentes :

(P) : YxeE (f(x),z) =0
(Py) = V(w,y) € B (f(z).y) = — (z, [(y))

Un endomorphisme vérifiant les propriétés (Pr) et (P2) est dit anti-symétrique.
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2. Démontrer que 'endomorphisme ¢ défini dans la partie précédente est anti-symétrique.

Dans toute la suite de l'exercice, on considére un endomorphisme f de E anti-
symétrique.

L’objectif de cette partie est de démontrer qu’il existe une base orthonormale de F
dans laquelle la matrice représentative de f est de la forme :

0 0 0
A=10 0 —«o
0 o O

ol « est un réel.

3. On veut démontrer par 'absurde que f n’est pas bijective.
On suppose donc que f est bijective.
Soit z un vecteur non nul de F et soit F' le sous-espace vectoriel de F engendré par

x et f(z).
(a) Déterminer la dimension de F.

(b) Démontrer qu’il existe un vecteur y non nul de E tel que la famille (z, f(z),y)
est orthogonale.

(¢) Démontrer alors que la famille (x, f(z),y, f(y)) est libre.
(d) Conclure.
4. Démontrer qu’il existe trois vecteurs €/, €, e} de E tels que €] appartient au noyau
de f, et la famille B’ = (¢/, €}, €}) est une base orthonormale de E.
5. (a) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base B’ est anti-symétrique.

(b) Conclure quant a ’objectif annoncé au début de cette partie.

| Exercice 2 |

On désigne par ¢ un réel strictement supérieur & 2 et on suppose que toutes les vari-
ables aléatoires rencontrées dans cet exercice, sont définies sur le méme espace probabilisé.

Partie 1 : étude d’une loi de probabilité‘

c
— siz>1

On considére la fonction f définie par: f(z) =< zct! BE=t
0 stz <1

1. Montrer que f peut étre considérée comme une densité.

On considére dans la suite une variable aléatoire X telle que X (Q) = [1,4o0[, de
densité f et on note F' sa fonction de répartition. On dit que X suit la loi de Pareto
de parametre c.

2. Montrer que X posséde une espérance et une variance et les déterminer.

3. Déterminer, pour tout réel x, 'expression de F'(z) en fonction de z et c.
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4. On pose Y = In(X) et on admet que Y est une variable aléatoire définie sur le méme
espace probabilisé que f. On note G sa fonction de répartition.

(a)
(b)
()

Pour tout réel x, exprimer G(x) a ’aide de la fonction F.
En déduire que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulX(c) utilisant rd.exponential et
permettant de simuler X.

‘ Partie 2 :

produit de deux variables suivant la loi de Pareto de paramétre c‘

On considére deux variables aléatoires X; et X, indépendantes et suivant toutes les
deux la loi de Pareto de paramétre ¢. On pose Y1 =1In (X;),Ys =In(Xy) et Z = X1 X,

1. Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulZ(c) utilisant la fonction simulX(c) et
permettant de simuler Z.

2. Déterminer 'espérance et le moment d’ordre 2 de Z puis vérifier que la variance de
Z est donnée par:

(22 —4e+1)
ViZ) = (c—2)%(c—1)4

Donner la loi commune suivie par cY; et cYs.

En déduire la loi de ¢Y; + ¢Y5.

Soit H la fonction de répartition de Y; + Y5 et K celle de ¢Y; + ¢Y5. Pour tout
réel x, exprimer H(z) a 'aide de K, puis vérifier qu'une densité de Y; + Y5 est
la fonction h définie par :

hz) = re= s% x>0
0 six <0

Soit F la fonction de répartition de Z. Exprimer, pour tout réel z, Fz(x) a
I’aide de H. En déduire qu’une densité f; de Z est donnée par:

Alnx

fz(x) = retl
0 stz <1

siz>1

T Inx
Pour tout réel a strictement supérieur & 1 , montrer que l'intégrale / —dx
x

1
converge et donner sa valeur.

Retrouver alors les valeurs de E(Z) et V(Z) déterminées a la question 2.
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| Probléme|

Partie 1 : calcul d’intégrales utiles pour la suite

Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, on pose :
1
Ip.0)= [ (1~ ) da
0

1 1
On a, en particulier, I(p,0) = / 2P dx et 1(0,q) = / (1 —2)? dx.
0 0

1. Donner les valeurs de I(p,0) et 1(0,q).

2. Montrer que pour tout couple (p,q) de N x N*, on a I’égalité :

q
I(p,q) = ——I(p+1,q—1
(p,q) p+1(p q—1)

3. Pour tout ¢ de N, on considére la propriété H, :

1g!

"WpeN, I(p,q) = (ppfq)lf(p +4,0)"

Montrer, par récurrence sur ¢, que H, est vraie pour tout entier naturel q.

4. Donner explicitement, pour tout couple (p, ¢) d’entiers naturels, 'expression de I(p, q)
en fonction de p et ¢, puis en déduire pour tout entier naturel n, la valeur de I(n,n)
en fonction de n.

| Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires)|

(2n + 1)!

z"(1—x)" si0<zx <1
Pour tout entier naturel n, on pose : b,(z) = (n!)? ( ) - T

0 sinon

1. Montrer que b,, peut étre considérée comme une densité de probabilité.

On considére désormais une suite de variables aléatoires (Xn)neN, ou X, admet b,
pour densité

2. Reconnaitre la loi de X.

3. (a) Avec la Partie 1, montrer que X,, posséde une espérance et que E (X,) = 3

(b) Toujours en utilisant la premiére partie, montrer que X,, posséde une variance
et exprimer V' (X,,) en fonction de n.

(c) Montrer que pour tout € > 0,

1

1
PUX,—=|> )< ——
( 21 29S 1am

Quelle est la limite lorsque n tend vers +o00 de P(|X,, — 5| >¢€) ?
On dit alors que la suite (X,,) converge en probabilité vers la variable certaine

de valeur %
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Partie 3 : modéle de X,,, simulation informatique

On considére 2n + 1 variables aléatoires Uy, Us, ..., Uy, 1 définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, P), mutuellement indépendantes, et suivant toutes la loi uniforme sur

0, 1].

On suppose que ces variables représentent respectivement les instants d’arrivée de 2n + 1
personnes Ay, A, ..., Ag,iq & leur lieu commun de rendez-vous. Pour tout & de [1;2n+1],
on note alors V, l'instant d’arrivée de la personne arrivée la k° au rendez-vous (cette
personne n’étant pas forcément Ay). On admet que Vj, est une variable aléatoire a densité,
définie elle aussi (2,4, P), et on note Gy sa fonction de répartition.

1. On note Fy la fonction de répartition commune aux variables Uy, Us, ..., Us,iq.
Rappeler I'expression de Fy(x) selon que 2 < 0,0 <z <1louzx > 1.

2. (a) Justifier que Vo, 1 = Max(Uy, Us, ..., Uzpi1).

b) En déduire Gy, 1(x) pour tout réel x.

(
(b)

3. (a) Ecrire la variable V; en fonction de Uy, Us, ..., Uspyr.
(b)

b) En déduire, pour tout réel x, la probabilite P(V; > z) puis déterminer G;(z)
pour tout réel x.

4. Ecrire un script Python permettant de simuler V; et V5,11 pour une valeur de n
entrée par 'utilisateur.

5. (a) Montrer que l'on a :

241 g0 4
Vo € [0,1], Gpyi(z) = Z ( L )xk(l )ik
k=n+1

(b) Déterminer une densité g, de V,41 et en déduire que V,,4; suit la méme loi
que X,,.

(¢) On considére le script Python suivant :
U=np.array([8,2,9,13,23,1,5])
V=np.median(U)
disp(V,’V=")

Quelle est la valeur renvoyée par ce script ?

(d) Ecrire un script Python permettant de simuler X,.
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