Corrigé du DM n° 11

Adapté de EML 2020 - Probléme 2|

N. Marconnet - Lycée Saint Just

PARTIE A : Etude d’un produit scalaire

~+00

1. Soit P € R[X]. La fonction ¢ — P(t).e~* est continue sur R donc I'intégrale P(t)e tdt
Jo

est impropre en 400 uniquement.

Si P =0, la convergence de l'intégrale est immédiate.
Si P # 0, alors il existe (ag, -+ ,a,) € R"1! tels que

VteR, P(t)=ant"+---+ag avec ap, #0
Meéthode 1 : plus rapide

+o0 n 400 n
/ P(t)e tdt = Zak,/ the t dt = Zak.r(k +1)
0 0

k=0 k=0

et l'intégrale '0+°° P(t)e~tdt est une combinaison linéaire d’intégrales convergentes (car
k41> 0), donc converge.

Méthode 2 : via 0,,_,_,_00(%2)

12 P(t).e™!] ~tosso0 2. an][E]"e ™" ~imtoo [an| |t 2™ —1osin0 O

done |P(t).e7| = 015 400(F)-

PRI +o0 1
Comme lintégrale [ 3

abilité, '1+°° P(t).e”!dt est absoument convergente, donc convergente. Enfin, I'intégrale
+o00

dt converge (Riemann, @« = 2 > 0), par critére de néglige-

/ P(t)e"tdt converge.
Jo

+00
Bilan : |VP € R[X], l'intégrale / P(t)e”'dt converge
0

+00
. Pour tout k e N, | I}, = / thetdt = T(k+1) = k!
0

Remarque : le sujet EML faisait faire le calcul de I'(k + 1) (intégration par parties -+
récurrence) : il s’agissait donc d’une question de cours.

On admet que I'application définie par : pour tout (P, Q) de R[X]?,

.o = [ Poame

0

est un produit scalaire.

Remarque : 1’énoncé EML le faisait démontrer : trés classique mais attention aux argu-
ments pour la définie positivité !!

Dans toute la suite du probléme, on munit R[X] de ce produit scalaire et on note || - ||
la norme associée.
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3. Pour tout (i,7) de N2,

4. (a) L’énoncé nous met gentiment sur la piste de la méthode de Schmidt. On applique donc
cette méthode, en partant de la base canonique (1, X, X?2) de Ro[X].
Comme |[|1|> = (1,1) = 1 le vecteur est déja normé et donc convient. On
considére ensuite
Ri=X—(X1)1=X-1
car (X,1) = [;"t.e™" = 1. On calcule sa norme
IR?=(X -1, X —1) = (X, X) = 2(X, 1)+ (1,1) =21 =2+ 1 =1
donc R; est normé et |@Q; = Ry = X — 1| convient.
Enfin, on considére
Ry = X*—(1,X")1—(X-1,X*)(X-1)
= X*-2-({X,X*) - (1, X*).(X -1)
= X2-2-(6-2).(X-1)
= X?2_4X+2
puis
[Rof? = (X?—4X +2,X%—4X +2)
(X%, X% —4(X%, X)) +2(X? 1) — 4(X, X?)
+16 (X, X) — 8(X,1) +2(X% 1) — 8(X, 1) +4(1,1)
= 24-86+202-16+4
= 4
Donc ||Ra|| =2 et ‘QZ =(X?-4X+2)=1X2-2X +1 ‘ convient.
On retrouve bien le résultat fourni par énoncé !/
(b) Pour tout &k de N, la famille Cy, = (Qo, - .., Q) est une famille orthogonale de vecteurs
de Ry[X] non nuls, c’est donc une famille libre de vecteurs de Ry [X].
Comme de plus Card(Cy) = k + 1 = dim(Rg[X]), il s’agit bien d’une base de Ry[X].
Bilan : ‘Ck est une base orthonormée de R [X] ‘
5. (a) Etude du cas n = 2:
i. Pour tout i et j, h;; = (X1, X971 = (i +j — 2)!
or 1 2! 11 2
Donc |Hy= (1! 2! 3] =11 2 6
21 31 4! 2 6 24
3 -3 L\ /11 2 100
Et| -3 5 -1 12 6|=(010
1 1
o1 1) \2 6 24 001
3 -3 4
Donc Hy est inversible et | H; ' = | =3 5 -1
1 1
7 —1 g
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ii. OnaQy=1,Q =X —letQo=3X2—-2X+1.

1 = Qo=1Qo +0Q1 + 0Q2
X = (X-1)+1=1Qo+1Q1 +0Q2

1
X2 = 2<§X272X+1>+4(X71)+2:2Q0+4Q1+2Q2

1 2
donc|As= |0 4
0 2

1
1
0
D’ou tAQ A2 = (

(b) i A, est la matrice de passage de C,, dans B,, qui sont deux bases de R,, [X]
‘Donc A, est inversible ‘

()
=

ii. Par définition de la matrice Ay, les coefficients (ay, ;) de la j-éme colonne

’ ke[[1,n+1]]
de A, sont les coordonnées de X7~! dans la base C,, donc

‘W eLn+1)], X9 = 0 ap Qi1 ‘

D'ott V(i §) € [[L,n + 1]]%,

n+1n+1
(XTLXITN = NS agian (Qr-1, Qier)
k=1 1=1
N 0sik#I1
ot (Qk—1,Q1—1) = { 1si kil
n+1

= Y apan;
k=1

Bilan : V(Z,j) € [[LTL + 1]]27 ‘ <Xi717Xj71> = Zzi% Ak i Ak, 5

ili. On a donc par définition du produit matriciel, d’une part pour tout (i, j) € [[1,n+
- - 1
1}]27 hij=(X* ¢ 1> = ZZL ;A5
et d’autre part (*A,A,) ;= St Qi

‘ Donc H,, =tA, A,.

(c) i. A, est inversible donc *A,, également et donc

‘ H,, est inversible comme produit de matrices inversibles. ‘

tHn =1 (tAnAn) = tAn ¢ (tAn) = tAn A, =H,

‘ Donc H,, est symétrique réelle donc diagonalisable. ‘

iii. Soit v une valeur propre de H,, et Y un vecteur propre associé¢ : Y # 0 et H,Y =
aY. Alors
Y H,Y =Y aY = ao|Y)?

avec la norme canonique de M;,11 (R). D’autre part,
Y H,Y =Y tA, A,Y = H(AY) AY = |4, Y))?

toujours avec la norme canonique de My,411 (R)).
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lA.Y|*
Comme||Y|| #0, a = ———5—.
Iy )*

Et comme A, est inversible, et Y # 0 alors A,Y # 0 donc HA,,LYH2 >0et a>0.

Bilan : ‘les valeurs propres de H,, sont strictement positives‘

PARTIE B : Etude d’une projection

(P, 1)
(P, X)
Soit P un polynéme de R[X]. On définit la matrice colonne U = . € Myi1,1(R).
(P, X™)
1. (a) D’aprés I'énoncé, on a R = Y_j_jap X%,
(R,X) =Y ay <Xk, Xi> =Y <XX’“>
k=0 k=0
(b)
R est le projeté orthogonal de P sur R, [X] <= { fPE—ng)[)j_] R, [X]]
— R € R, [X]
Vi€ [[0,n]], (P—R,X")=0

Comme R dans R,, [X], on a donc : R est le projeté orthogonal de P sur R,, [X] ssi
(P—R,X") =0,ssi (P, X') = (R, X").

Bilan :
‘R est le projeté orthogonal de P sur R, ssi Vi € [[0,n]], (P, X®) = (R, X?)

On a alors Vi € [[0,n]],
(R X7 = (P.X)

- i yk _ i
o §<X7X>.ak (P, X7
n

54 Zhi+l‘j+l'vk+1 = Up41 OU U= (uk), V= (Uk)
k=0
& (HaV)pt1 = U1

donc H,V = U. La matrice H, étant inversible, on en déduit bien que

2. Retour au cas n = 2:

(a) Avec les notations précédentes,

(X3,1) 3! 6
U=|(X3X) | =|4]=|2
(X3, X?%) 5! 120
D’apres le A.4.(a) et le B.1.(b),
3 -3 1 6 6
V=H'Uu=[-3 5 -1].|24|=][-18
i1 ! 120 9

Donc |le projeté orthogonal de X? sur Ro[X] est P = 9X2 — 18X + 6
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(b) On remarque que

+00
mingp gers f(a,b,¢) = minggp eps / (a+bt+ct? —t3)2etdt
0

= MiN(gp c)eR3 ||a +bX +eX? - X3H

minpeg,(x) [| P = X°

D’aprés le théoréme de minimisation par projection orthogonal, f admet un minimum
et ce minimum est atteint lorsque P est le projeté orthogonal de X?® sur Ro[X].

D’apreés la question précédente, ‘ le minimum est atteint pour a =6, b= —18 et c =9 ‘

Remarque : le sujet EML faisait retrouver ce résultat via 1'étude d’une fonction de trois
variables (cf dernier chapitre), par quelques questions calculatoires.
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