DM n° 11 - pour le 03/02/26
2 exercices Edhec 2021

Révisez le chapitre 11 (convergence de VAR), puis cherchez ce sujet en 2h30
maxi en répartissant votre temps sur les deux exercices. Devoir en auto-
correction, un corrigé sera posté le 3/02/26

Exercice 1 : analyse de 1ére année‘

1. Question préliminaire : on considére une suite (a,), oy croissante et de limite £ et on
pose, pour tout n de N* :

(a) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité b, < a,, puis étudier la

monotonie de la suite (by,),,cy-

b) Montrer que la suite (b, . converge vers un réel ¢/ qui vérifie ¢/ < (.
neN

(c) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'inégalité suivante :

b?n > bn Tan
2

(d) En déduire que limy,— o0 by = limy, s o0 @y,

On se propose maintenant d’étudier la suite (uy),, o, définie par la donnée de ug = 1

et par la relation, valable pour tout entier naturel n :

Unt1 = VU2 + up

Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = Z;é U
2. (a) Montrer que pour tout entier naturel n, u, est bien défini et supérieur ou égal
al.
(b) Etudier les variations de la suite (u,), puis établir que la suite (u,) diverge et
donner sa limite.
(¢) Compléter le script Python suivant afin qu'il permette de déterminer et d’afficher
la plus petite valeur de n pour laquelle on a S, > 1000.

n=1
u=1
S=1 #S_1=u0=1
while S<=1000:
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3.

Recherche d’un équivalent de u,,.

(a) Montrer que limy,_, ;o0 (Ups1 — ) = 3.

(b) Etudier les variations de la fonction f définie sur [1, +00 [par fl@)=vVa2+x—ua,
puis en déduire que la suite (up41 — u")neN est croissante.

(c) Utiliser la premiére question pour établir que : u, ~ %.
+o0
(a) Exprimer S, en fonction de w,, puis en déduire un équivalent de S, pour n au

voisinage de +o0.

(b) Compléter le script Python suivant afin qu'’il fasse le méme travail que celui de
la question 2c¢) sans calculer S, :

n=0
u=1 #ul=1

Exercice 2 : probabilités

1.

On considére une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée réduite. On
pose Y = e et on admet que Y est une variable aléatoire a densité. On note Fy la
fonction de répartition de Y et ® celle de Z.

(a) Déterminer Fy (x) pour tout réel x négatif ou nul, puis exprimer Fy (z) a Paide
de la fonction ® pour tout réel x strictement positif.

(b) En déduire qu’une densité fy de Y est donnée par :

1 exp(—M> siz >0
fY(J?) — {z 2T 2

0 six <0

Dans la suite, on considére une suite de variables aléatoires (X,), cy-, toutes définies
sur le méme espace probabilisé¢, mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi,
dite de Rademacher de paramétre p (avec 0 < p < 1 ), et définie par :

P(X,=1)=p e PX,=-1)=1-p

On consideére de plus, pour n dans N*, la variable aléatoire T,, = [[}_, Xj.

2. (a) Donner lespérance et la variance communes aux variables X,,.
(b) Déterminer 'ensemble des valeurs prises par T;, puis calculer £ (7,,) et en déduire
une relation entre P (T, = 1) et P (T, = —1).
(¢) Ecrire une autre relation vérifiée par P (T, = 1) et P (T,, = —1), puis en déduire
la loi de T,,.
(d) Montrer que la suite (7,), oy converge en loi vers une variable 7' dont on pré-
cisera la loi.
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3. Soit 7" une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que les variables
X

(a) Etablir I'inclusion suivante :

1 1
<|Tn+1 -T< 5) N (\Tn -T' < 5) C (|Ths1 —Tul < 1)

(b) En déduire I'inégalité :
0o L i L
P(Th —Thl>21) <P |Tn+1*T|Z§ +P \Tn*T|Z§

(c) Montrer, en observant les valeurs que peut prendre la variable T, — T,,, que :

P(|Thn —Tal>21)=1-p
(d) La suite (T},),, ey~ converge-t-elle en probabilité ?

4. Dans cette question on prend p = %
On considére, pour tout n de N*, les variables aléatoires X,, = % Sonq Xy et
U, = onXn,

(a) On rappelle que X est la variable aléatoire centrée réduite associée a X,. Bx-
primer X' en fonction de X,,.

(b) Utiliser le théoréme limite central pour établir que la suite (U, \/ﬁ)neN* con-
verge en loi vers une variable aléatoire de méme loi que Y.
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