D’une part, en utilisant le DL en 0 & Pordre 2 de In(1+u) : In(14+u) = u— % +o(u?),
Corrigé du CB2 - sujet type Edhec (DS6) on obtient que

2
~@+(1-2)l(l-2)) = —(@+(1-2)(-2— T +0?)

22
7x+x7x2+%+0(x2)

Exercice 1 : Edhec 2018 (sujet 1)‘

T sz €] - 00,0101 2 4 o(a?) e
six €] — oo, , = = 22) ~pso ——
On note f la fonction définie sur | — oo, 1[ par f(z) = { (1 —2)In(l —z) 2 o2

1 siz=0 et d’autre part,
N z.(1—2).In(1 — ) ~y0 —a?

1. Pour tout entier n > 2, on pose a, = nin(n) et S, = ; ag . D’oul fo)— FO) e
B lim ——0 - lim % =3

(a) La fonction g : t — “u(” est dérivable sur [2; +o00] et pour tout t > 2, 0 - om0~

W41 Bilan : | f est dérivable en 0 et f/(0) = 1
l +1
'(t) = <0

g(®) 2.(In())2 = 3. (a) On considére g¢:z+— = +In(1 —x) définie sur | — oo, 1[.

donc g est décroissante sur [2;+oo[. Soit k € N, k > 2. Alors pour tout ¢ € [k, k + 1], La fonction g est dérivable sur | — 0o, 1] et pour tout z €] — oo, 1],

1 1
< , -~ -1 1-xz-1 T
tin(t) ~ kn(k) J@) =1ty =" =12
d’ou en intégrant, . Comme 1 —z > 0, ¢'(z) est du signe de —z. Donc g est croissante sur | — 00,0] et
vk > 2, / ﬁ dt < kl;(k) décroissante sur [0; +oco[. De plus g(0) = 0. Finalement ‘g est négative sur | — oo, 1[‘
& n n
(b) f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 1] par produit et quotient de fonctions dérivables. Pour
(b) Soit N € N, N > 2. En sommant la relation précédente, on obtient facilement tout @ €] — o0, 0[UJ0, 1],
/N+1 i , —(1-2)In(l —2)+z.[-In(l —z) + (1 — 2).7%]
5 tln(t = F) = (1—2)2.In(1 —z)2
(1 -z)ln(l —z)+ 2. [-In(1l —z)—1]
Comme N " n (1—2)2In(l —x)?
/ dt = M (In()+ >y oo +00 (12
2 tln(t) = __rrame=r)
) (1 —2)2.1In(1 — z)?
par entrainement on obtient imy_, 4o Sy = +00.
Bilan : ‘la série de terme général a,, est divergente‘ Par conséquent f’(x) est du signe de —g(x), donc positive sur | — oo, 0[U]0, 1[.
(c) def s(n): (c) On en déduit que la fonction f est croissante sur ] — oo, 1[.
T=0 1
for k in range(2,n+1): F(@) ~as—oo mi—2 —ro—00 0
T=T+1/ (k*np.log(k)) n(l—uz)
return T En1: lim, ,;-(1—2)In(l —2) = lim, o+ uln(u) = 0~ par CC donc par quotient
2. (a) Comme lim,_,o — = 0, par équivalent classique In(1 — z) —z, donc f(z) ~z—0 limy ; f(z) = +-00. Do le tableau de variations:

= —a-0 1. Donc limgy f(z) =1 = f(0) : W ¢ - 0 1

(b) Pour tout = €] — oo, 0[U]0, 1],
f(@) = £(0) 1 o !
z—0 - _;((1—m)ln(1—m)+1) +00
z+(1-—2z)ln(l-2) f(t) 1/

/

T z(l—2)ln(1—=z)

0
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4. (a) La fonction f est strictement croissante et continue sur [0, 1[. D’aprés le théoréme de Comme limy,, o up = 1, on en déduit que 1 — up ~pyioo 7@' Par criteére
la bijection, elle est bijective de [0,1[ sur f([0,1[) = [1;4o00[. Soit n € N*. Comme d’équivalence (séries a termes positifs), la série de terme général 1 — u,, est divergente.
n € [1;+o0], il existe un unique u, € [0,1] tel que f(u,) = n. Comme f(0) =1, il est
clair que 'on a uy = 0. Bilan : ‘1imn_,+oo up = 1, et la série de terme général 1 — u,, est divergente
(b) Pour tout n € N*, on a f(up) =n < n+1= f(up41). Comme f est strictement
croissante on a nécessairement u, < un+1. Donc la suite (up)pen+ est strictement La suite (uy) tend vers 1 mais "pas tres vite"...
croissante.

Par ailleurs, Exercice 2

lim f(u,) = lim n=4o0
—+00 n—+o0
1. Comme a et b sont deux vecteurs de E, pour tout = € E ¢(z) € E.

Donc
. . -1 ; -1
ngrfoo Un = nginoc fo (falun)) = XLHEOQ for(X)=1 Pour tout (z,y) € E?, pour tout A € R,
(¢) Pour tout n € N*, pAzx+y) = Az+y,a).b— (A\zx+y,b).a
( 1y = Maz,a).b+ (y,a).b—A(z,b).a— (y,b).a
1 Y~ nyn —1
1-——)= W = = (@) +¢(y)
i n( ) Donc ¢ est linéaire.
On a alors ) Bilan : ¢ est un endomorphisme de E.
1-— _1 ;
f( n n) _ \/> n ~psdoo T \/ﬁ —n—s+4oo +00 @(a) = {a,a) b— <(1,7 b> a = HGHZ b+0=0
n In(ny/n) 31n(n)

p(6) = (b,a).b— (b,b).a = [b]*.a = —a

Donc il existe un rang ng € N* tel que pour tout n > ng, )
car a et b sont normés et orthogonaux.

fa--

v >1 & f1- 1 y>n 2. Comme la famille (a,b) est orthonormée, il s’agit d’une famille libre. Soit = € E.
n nyn
1 z e Ker(p) & (x,a).b— (z,b).a=0
< Ja- n\/ﬁ) Z flun) & (z,a) =0et (x,b) =0 car (a,b) est libre
1 1
& 1- 7 > uy,, par stricte croissance de f & @€ Vect(a,b)
nyn
Bilan : | Ker(p) = F*
. I . 1
Bilan : |il existe un entier naturel non nul ng tel que, pour tout n > ng, 0 <up, <1-— n 3. Comme dim(F) = 2 (car la famille (a,b) est une base de F' : génératrice et libre), on a
dim(Ker(p)) = dim(F+) = n — 2 d’out par le théoréme du rang, dim(Im(p)) = 2. D’autre
(d) Pour tout n > no, part, a = —p(b) et b = p(a) donc a et b appartiennent a Im(y). La famille (a,b) est une
1 famille libre de I'm(y), de cardinal 2 avec dim(Im(y)) = 2 : il s’agit donc d’une base de
—Up > —1+ m = 1—-u, > m Im(p). De plus on sait déja que cette famille est orthonormée.
1 3 .
= In(1—wuy) > ln(T) = —In(nyn) = 3 In(n) Bilan : ‘rg(ga) =2 et (a,b) est une BON de Im(tp).‘
nyn
3 - 2
= —nln(l —u,) < §nln(n) 4. Y(z,y) € E?,
N 1 L2 1 (o), y) = ({z,a).b—(2,b).a,y)
—nIn(1 —u,) — 3 nln(n) = (z,a).(b,y) — (x,b).(a,y) par linéarité a gauche du produit scalaire
D’apreés le 1.b), la série de terme général ﬁ(n) est divergente. Par critére de minora- D’autre part,
1 = —
tion, |la série de terme général ———————— . est divergente (@) (@, (y,a).b— (y,b) .a)
—nin(l - uy) = (y,a).{xz,b) — (y,b).(y,a) par linéarité a droite du produit scalaire
(e) Comme f(un)=mn, on a alors .
" Bilan : |¥(z,y) € B2, (¢(x).9) = — (z,9()) ]
Up 1

—— = n&1—u, =u, x(

(1 —up) In(1 — uy) )

On reconnait donc un endomorphisme antisymétrique... HP mais on a déja étudié les pro-
priétés suwantes !!

Cnin(l — uy)
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(a) Soit A € R une valeur propre de ¢ et @ € E un vecteur propre associé : ¢(z) = A.x

E

[
—

©
Nt

(c

6. Cas

N

= =
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avec « # 0g. Alors d’apreés la question précédente,
(p(@),2) = — (@, p(@) & X z]> = =M Jal? A= -2 & A =0

car ||z|| > 0 puisque z # 0g.
Donc 0 est la seule valeur propre possible pour .

Par ailleurs comme dim(Ker(p)) =n—2>1 (car n > 3), 0 € Sp(¢).
Bilan : |Sp(¢) = {0}
Comme ¢ posséde pour unique valeur propre 0, ¢ est diagonalisable si et seulement si

Z dim Ker(o — A\.Id) = n < dim(Ker(p)) =n
AESP(p)

ce qui est faux puisque dim(Ker(p)) =n — 2. Donc ‘ © n’est pas diagonalisable

Pour tout (z,y) € E?,

(P2(@),y) = — (o(@),01)) = (z.¢* (1))

L’application ‘ ©? est symétrique donc diagonalisable ‘

Montrons que Ker(p o ¢) = Ker(yp).
o Soit x € Ker(p). Alors () = 0 donc (p(z)) = ¢(0) = 0. Doz € Ker(po ).
e Soit € Ker(pop). Alors p(p(z)) = 0. Ainsi p(z) € Ker(p) = Vect(a,b)*.
Mais comme ¢(x) € Im(¢), on a aussi p(x) € Vect(a,b). Donc p(z) € FNF+ =0
et p(xz) =0. D’ou x € Ker(p).

e Bilan : ‘ Ker(p o ¢) = Ker(y) ‘

©*(a) = p(b) = —a et p?(b) = p(—a) = —b. Par conséquent Vect(a,b) C Ker(o+1d)),
donc dim(Ker(ep + Id) > 2. Comme on sait déja que dim(Ker(p)) = n — 2 et
dim(Ker(p + Id) + dim(Ker(p)) < n, on a dim(Ker(p + Id) = 2.

Bilan : ‘Sp(gpz) ={-1,0,}, Ker(¢?) = Ker(p) = F* et Ker(p+Id) = F‘

1 1
articulier : on suppose que n =3, a = —(1,—-1,0) et b= —(1,1,1
p ppose q ﬂ( ) \/3( )
{a,b) = %.(1 —1) =0, [la]| =4/3(1+1)=1Tet [|b] =/4(1+1+1)=1. Donc a et

b vérifient les conditions de I’énoncé.

Soit u = (,y, 2) € R3.

ue Ft (u,a) =0 et (u,b) =
r—y=0etz+y+2=0

y=zetz=-2x

reo0

u=(z,z,—21)

Donc F*+ = Vect((1,1, - ))
Comme (1,1 — )H = \/ T+ 4 =+/6, on en déduit que la famille (c) est une BON

deFL,ouc:\f )
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o((1,0,0)) = i?.b— %.a - iﬁ(og, 1)
1 1 1
P0,1,0) = =5 b= Zma= 7(-2,0,-1)

D’ou

Remarquons que cette matrice est antisymétrique : cf ex. de TD...

(d) La matrice de pp. est plus facile & écrire.

1
ppi(er) = (e1,¢) Li% % (1,1,-2) = 6(1’1’72)
(€2) = e2,€) 0 = ———=(1,1,-2) = 2(1,1,-2)
€ = (€9,C) .C = —=.—=. — = - —
PrLi€2 2, \/6\/6 54y 6
(e5) = (es ) o= -1 (1,1,-2) = L2, 2.4
PFL5757~7\T\[ 1=2) = (2,2,
D’ou
1 1 1 -2
Matg(ppr) = 5 1 1 =2
-2 -2 4
Puis comme pr = Id —pp1, on a
1 5 -1 2
Matg(pr) = Is — Matg(ppr) == [ -1 5 2
6 2 2 2

(e) Travaillons matriciellement !

Matg(pop) = M?
0 -2 -1\ /0 -2 -1

= é 2 0 1 2 0 1
1 -1 0 1 -1 0
-5 1 =2
1
=5l 5 2
-2 -2 =2
= —Matp(pr)

Donc on a bien ¢ o p = —pp.

On considére la BON (a,b,c) de R®. On a alors pr(a) = a, pp(b) = b et pr(c) = 0,
donc ¢?(a) = —a, p*(b) = —b, p*(c) = 0. D’oil en posant D = Diag(—1,—1,0) et
1

e
P = -5 B UG |hona bien une matrice diagonale D et une matrice orthogo-
0 12

S

V6
nale P telles que M2 = PD'P.
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‘Probléme: propriétés de la loi de Poisson, médiane Soit (Xn),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace prob-
abilisé (€2, A, P), de méme loi de Poisson de paramétre 1.

‘Partie 1 : quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson On pose pour tout n € N* : S, = i X,.
A — 1 _ »—T * .
1. On pose pour tout réel z > 0, .Jo () =1 — €7, et pour tout n € N" et tout 2 >0 : 2. (a) Les variables Xj,..., X;, sont indépendantes de méme loi de Poisson de paramétre 1.
1 [* Par stabilité pour la somme de la loi de Poisson, on en déduit que m
A b a
(b) Pour tout n € N*¥,
(a) Pour tout & > 0, n n ok
v <n)= —k) = e h=1-—
Ii(z) = / P P(Sy<n)=Y P(S,=k) =) R 1= Ju(n)
0 k=0 k=0
Par intégration par parties, on obtient sans difficulté : Par ailleurs,
Ji(z)=1—(z+1)e " -1
P(S, >n)= (Sp<n—-1)=1 ;?7:n1()

1 T
(b) On part de J,(z) = —/ t"e~tdt. Posons
0

n!
{u<t>:% . {u’() &=

V() =et o(t) = —et (a) La fonction hy, est de classe C* sur Ry par produit de fonctions classiques. Pour tout
x>0,

3. Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur Ry par : hy (z) = a™e ™.

/ -1 -z —z -1 -
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, z]. Par IPP, on obtient alors : hp(z) =n.a™ e —a"e " =a" e . (n — )

m 1 x donc hl,(z) est du signe de n — z. D’ot le tableau de variations :
[j.(—e")]ﬁ + 7‘/ t"leldt
”' (n=1Jo t 0 n +00

1 n —XT
—ﬁr e+ Jyo1(x)

Jn(z)

1 (1) + 0 -

(c¢) En raisonnant par descente, on trouve que pour tout n € N*,

To(@) = —%.x”.e_w-&-Jn,l(x) hn(8) / \

1 1 0 0
= 77'_9571_6—1 - 7‘417"71.6736 + Jn—2(x)
n: (n—1)! (b) Soit n € N*.
1 1 ;
= ——ae " - o a"le™ e 4 Jp(a) P([Spt1 <n+1]) = P([Sh < n))
n! n—
_— = 1—Jppi(n+1)—(1—Jn(n))
= —e " %+1—€ v = Ju(n) = Jnpa(n+1)
k=1 = Ju(n) = Jnr1(n) + Jnp1(n) = Jnyr(n + 1)
—x S xk n+1 1 n 1 n+1
= 1—e". Z o = c*"‘i + —. / (ARl —— / e tdt
k=0 " (n+1! " (n+D o (n+1! Jo
] nn+1 1 n+1 - .
(d) Soit n € N* un entier fixé. Comme pour tout k € [[0,n]], limy_, 00 e™*. Ik— = (par - m+1)! (n+ 1)!'/n #"7 e dt (par la relation de Chasles)
croissances comparées), on trouve par somme que lim, oo 1—e™. 370 7r = 1, don 1 1 —n gy ntl ; at
B (n+ 1)! /, ¢ +/n tn+1(8)d0)

+o00
limg_y 400 Jn(z) = 1. On en déduit que U'intégrale / t"e"tdt est convergente et que
0

n+1
= U )dt hn1(t)dt
/+OC t"e~tdt = n!|. (n T 1)| (= / hnta(n) +/n 1 (t)dt)
0 n+1
= / (Pt (t) = hpt1 () dt
n

Remarque : mnous avons plus ou moins refait le cours sur la fonction I' ! (n + 1 !
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(¢) Comme la fonction hp1 est croissante sur [n,n + 1], pour tout ¢t € [n,n + 1], (c)
hit1(t) > hpi1(n). On en déduit que f:“ (hnt1 (t) = hng1 (n)) dt > 0 et enfin que

P([Sp+1 <n+1])— P([Sn, <n]) <0. P(S, >n) = 1—P(S, <n)
= 1—(P(S, <n)—P(S,=n)
Bilan : ‘la suite (P([Sn < n])),,en+ est décroissante‘ _ 1— P(S, <n)+ P(Sy=n
(d) Pour tout n € N*, —notoo 1 — % +0= %
P(S,>n)—P(Sps1>2n+1) = Jy_1(n) — Ju(n+1)
= Jp-1(n) = Ju(n) + Ju(n) — Jp(n+1) \Partie 2 : médiane de variables discrétes et a densité\
n" . n yn . n+1 tn »
= —.e "+ —.e dt — —.e 'dt
n! o n! o n!

9. Questions Python :

n" n+1 tn .
= —_— -n p— — e slati o) acles
= /n e dt (relation de Chasles) (a) def EstceuneLoi(L):
n+1 T=False
= */ b (t) — hn(n)dt if np.sum(L<0)==0 and np.sum(L)==1:
" T=True
Comme la fonction h, est décroissante sur [n,n + 1], on en déduit que f:“ hn(t) — return T
hn(n)dt > 0 et enfin que P(S,, >n) — P(Sp41 >n+1) <0. (b) def Mediane(L):
if EstceunelLoi(L)==False:
Bilan : ‘la suite (P([Sn > n])),,en+ est décroissante‘ return "Pas une loi"
(e) Etant toutes deux décroissantes et minorées par 0, les deux suites (P([Sp < n])),en else;{_o
et (P([Sn > n])),cn- sont convergentes. f:L [0.0]
4. (a) Les variables (X} )gen+ sont : vhile £<1/2:
k=k+1
e mutuellement indépendantes £=£+L[0, k]

o de méme loi de Poisson de parameétre 1, de méme espérance 1 et variance 1.

return k+1 #décalage Python !
Notons X,, = %Sn et

10. Dans cette question, X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans N admettant une

. X, -1 1
X = . nl _ ﬁ(sﬂ —n) espérance E(X).
Alors par le T.C.L., (a) Pour tout r € N*, d’aprés le théoréme de transfert on a sous réserve de convergence :
* L N
X, = N ou N < N(0,1) too
Alors : E(X=r) = Y |k—r|.P(X =k)
k=0
P(Sn < n) = P(Sn —n< 0) r—1 +oo
= P(Xi,L* <0) en divisant par /n > 0 = Z(T —k).P(X =k)+ Z(k -7).P(X =k)
1 k=0 k=r
—n—+oo P(N < O) = 5 r—1 +oo r—1
= Y (r=kPX=k+Y (k=7).P(X=k) =) (k—r).P(X =k)
Bilan : | lim P([S, <n|) = % k=0 k=0 k=0
n——+00 r—1 +oo 400
On admet le résultat suivant, qui donne un équivalent de n! lorsque n tend vers oo = 2 Z(T —k).P(X =k)+ Z kEP(X=Fk)—r Z P(X =k)
(formule de Stirling) : k=0 k=0 k=0
7l ~ons oo ntE e o comme X admet une espérance, ces séries sont bien convergentes
r—1
(b) = 2) (r—k).P(X =k +E(X)-r
n" n 1 n 1 1 k=0

-n —n
P(S,=n)=e pp e e ".n

V. ——=75 € .= “n—too ——=
nn /27 " for V2w
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r—1 r—1 k r—1r—1
M F(k) = YP(X=i)= Y PX=i=Y > P(X=i
k=0 k=0 i=0 0<i<k<r—1 i=0 k=i
r—1 r—1
= (r—4).P(X =1)= (r—k)P([X =k]) (indice muet)

On en déduit a 'aide de la question précédente que : pour tout r € N*|

r—1 r—1
E(X —r)=2Y F(k)+ E(X)—r=E(X)+2.Y (F(k)— %)
k=0 k=0

(¢) Soit m une médiane de X. On suppose que m € N*.
Déterminons, pour tout r € N*| le signe de E (|X —r|) — E (|X — m|). Tout d’abord,
d’aprés la question précédente,

r—1 m—1
E(X—r)—E(X —ml|) =2 (F(k) - %) —2.) (F(k) - %)
k=0 k=0

e Sir =m, de fagon évidente cette différence vaut 0.

e Sir > m, alors

r—1
B(IX ~rl) = B(X —m) = 2. 3" (F(k) - 5) >0

k=m

puisque si k > m, on a F(k) > %
e sir < m alors
m—1 1

E(X —r)) = E(IX —ml) =23 (F(k) = ) >0

k=r

puisque si k < m alors F(k) < %

Bilan : ‘1a médiane m est la valeur entiére qui minimise la quantité £ (|X —r|) pour r € N

—
o
Ny

On suppose que X suit la loi de Poisson de paramétre n (n € N*).

On sait que la suite (P (S, > n))nen est décroissante, de limite % Par conséquent pour
tout n € N, P(S, > n) > %

De méme la suite (P(S, < n))pen est décroissante, de limite % Par conséquent pour
tout n € N, P(S, <n) > %

On en déduit bien que n est une médiane de X.

11. Dans cette question, X est une variable aléatoire a densité dont une densité f est continue
sur R.
On suppose que X admet une espérance F(X). Soit M la fonction de R dans R définie par
M(z)=FE(|X —z|).

(a) Tout d’abord, une fonction de répartition est toujours majorée par 1, donc pour tout
z >0,
z.(1-F(z)) >0
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Ensuite,
+o0o T
z.(1—F(x)) = x(/ﬁ f(t)dt 7/7 f(t)dt)
= x./+oo f(t)dt
oo
/ tf(t)dt

Enfin, comme X admet une espérance, 'intégrale fj:j t.f(t)dt est convergente, donc

IN

son reste f;oo t.f(t)dt tend vers 0 lorsque z tend vers +o0.
Tgrﬁx)x(l —F(z)) = 0‘

Par encadrement, on en déduit que

On considére la variable aléatoire Y = —X. On remarque que le résultat précédent
appliqué a Y donne :

z.(1-Fy(z)) =2.(1-P(-X <z)) =2.P(-X >2) = —(—2).P(X < —2) = —(—2).P(X < —x)

car X est a densité. D’ot limy 400 (—2).P(X < —z) = 0, c’est-a-dire que‘ limg oo z.F(z) =0 ‘

Pour tout réel x, d’aprés le théoréme de transfert

M(x)

+o0
/ It — z|.f(t)dt

T ~+00
= / (xft).f(t)dtJr/ (t— ). f(t)dt

—00

Soit A < et Iy = [3(x—t).f(t)dt. On obtient par IPP que
T

L= [z — ). F@) + /

F(t)dt = (z — A).F(A) + / F(t)dt
A A

Comme limy o F(A) = 0 et limg—,_oo A.F(A) = 0 d’aprés la question précédente,
on trouve en passant a la limite quand A — —oo que

T T
/ (z —t).f(t)dt = / F(t)dt
J-co J—oo
Soit B >z et Jp = fTB(t — ). f(t)dt. On obtient aussi par IPP que :

B B
Jy = [(t—2).(—(1—F())2 +/ (1-F(t)dt = (B—=x).(1—F(B)) +/ (I—F(t))dt

Comme limp 151 — F(B) = 0 et limp_,1o B.(1 — F(B)) = 0 d’aprés la question
précédente, on trouve par passage a la limite lorsque B tend vers +o0o que :

+00

/ﬂo(tfz).f(t)dt :/ (1— F(t))dt

T

Bilan : | M (2) = [*__ F(t)dt+ [ (1 - F(t))dt‘

Pour tout couple (a,b) € R?, on a d’aprés la question précédente et la relation de
Chasles,

M (b) = M (a) = /bF(t)dt - /b(1 _ P(t))dt = /b (2F (t) — 1) dt
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(d) On note m une médiane de X. Pour tout réel b, on a alors

b
M (b) — M (m) = / (2F (t) —1)dt
m
Si b > m, comme pour tout ¢ > m on a F(t) > 1, on en déduit que M (b) — M (m) > 0.
Si b < m, comme pour tout ¢ < m on a F(t) < 1 on en déduit que (2F () — 1) < 0,
puis les bornes de l'intégrale étant dans l'ordre décroissant, on obtient encore que
M (b) — M (m) > 0.

Bilan : pour tout b € R, M (b) > M(m).
‘ Le point m est donc un point en lequel la fonction M atteint son minimum
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