CB2 - sujet facultatif type HEC
Interpolation polynomiale et phénomeéne de Runge

Dans tout le probléme :

e Vn € N, on note R,,[X] I'espace vectoriel des polynoémes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal a n.

n n
e On identifie le polynéme P = Z A X* et la fonction polynomiale = —s Z A 2
k=0 k=0
(par convention : 0° = 1).

e On rappelle la formule de Stirling : n! est équivalent & n" e +v/2mn quand n tend vers +oo.

Le probléeme a pour objet 'approrimation d’une fonction réelle par des fonctions polynomiales.
Dans la partie I, on étudie le cas des polyndmes de Bernstein.

Les parties II et III sont consacrées aux polyndémes d’interpolation de Lagrange.

Les parties II et III sont indépendantes de la partie I.

Partie I. Quelques propriétés des polynémes de Bernstein.

Pour tout entier n € N*, et tout k € [0,n], on note B,, i le polynoéme de R, [X] défini par :

Bni(X) = (Z) Xk (1 - x)n*

On pose pour tout k € [0,n], Ay = X*, et on note C,, = (Ao, Ay, ..., A,) la base canonique de
R, [X].

Soit T;, application définie sur R, [X] telle que : VP € R, [X], (Tn(P))(X) = E P <k> By 1 (X).
n
k=0

1. Dans cette question uniquement, on choisit n = 2.
(a) Déterminer la matrice Ko de la famille (B, Ba1, B2,2) dans la base Cs.
(b) En déduire que la famille (Bg, B2.1, B22) est une base de Ra[X].

(c) Calculer To(Ap) , To(A1) et To(As), et déterminer la matrice Hy de T5 dans la base Cs.
Préciser les valeurs propres et les sous espaces propres de T5.

2. On revient au cas général ou n est un entier supérieur ou égal a 1

(a) Montrer que la famille (B, 0, Bn 1, ..., Bnn) est libre, en déduire que c’est une base de
R, [X].

(b) Montrer que I’application 7,, est un automorphisme de R,,[X].
(c) Calculer T,,(Ap) et montrer que T,,(A;) = A;.

(d) Montrer que pour tout k € [0,n], le degré du polynéme T, (Ay) est égal a k.
Pour établir ce résultat, on pourra utiliser sans la démontrer la propriété suivante :

V€ [0, = 1], (Ta(Ake))(X) = & X (1= X) (Ta (AR (X) + X (T (A1) (X).

ou (T, (Ax))" désigne le polynome dérivé de (T),(Ag))-
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(e) Pour tout k € [0,n], on note ay, le coefficient de X* du polynome T;,(Ay). Calculer ay
en fonction de k et de n.
L’automorphisme T;, est-il diagonalisable ?

3. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On pose :

Vn e N*, Vz € [0,1], fo(z) = f (i) By k(2)
k=0

On se place dans un espace probabilisé (€2, .4, P).

Soit z € [0,1]. Pour tout n € N*| soit Z,, une variable aléatoire définie sur cet espace, et

suivant la loi binomiale de paramétres n et z. Pour tout n € N*, on pose Z,, = “n

(a) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,),en+ converge en probabilité vers le
réel z.

(b) Justifier I'existence de M = IE%%)]( |f].

(c) Soit & un réel strictement positif. Pour tout n € N*, on pose U,, 1’événement :

Un = [|/(Zn) - f(2)| > €]

On note 1y, la variable indicatrice de ’événement U,,.
Etablir 'inégalité : {f(?n) - f(z)‘ <2M x 1y, +ex 1y

(d) Montrer que nll}rf@E(f(?@) = f(z). En déduire que nglfoo fn(z) = f(2).

4. (a) On suppose que 'on a importé import numpy.random as rd
Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle renvoie une simulation de la loi
bindémiale de paramétres n et z :

def binom(n,z):

(b) Soit une fonction Python f et une variable z définies par :

def f(x):
if x==0 :
y=0
else :
y=-x*np.log(x)
return y
z=0.4

On consideére le code Python suivant :

n=100
N=1000
S5=0
for k in range(1,N+1):
S=S+f (binom(n,z)/n)
print (S/N)
Ce code affiche une valeur approchée d’une certaine quantité, laquelle ?
Cette valeur approchée est le résultat de la mise en oeuvre de certaines méthodes,
lesquelles ?
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Partie II. Les polynémes d’interpolation de Lagrange.

5. Soit n € N* et zg, z1,...,x, des réels tous distincts. Soit ® l'application de R,[X] dans
Rt telle que :
VP e R,[X], ®(P) = (P(x0), P(x1),..., P(xy))
(a) Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

(b) On note (eg, eq, ..., en) la base canonique de R**! | avec :

=(1,0,...,0),e; =(0,1,0,...,0) ... et e, = (0,...,0,1).
Pour tout 7 € [0, n]] on note L; le polynéme de R [X] tel que ®(L;) = e;.
n
X —
Montrer que pour tout i € [0,n] ,ona: Lj(X)= H Tk
o i Tk
k#i
(¢) Soit ¥ I'application définie sur (R,,[X])? par :
n
k=0

Vérifier que ¥ est un produit scalaire sur R,,[X]. On munit alors R,,[X] de ce produit
scalaire.

Montrer que (Lo, L1, ..., L;,) est une base orthonormale de R,,[X] pour ce produit sca-
laire.

(d) Expliciter la matrice de passage A de la base (Lg, L1, ..., Ly) vers la base canonique de
R, [X].
(e) Soit f une fonction continue sur R a valeurs réelles.

Montrer que pour n € N* | il existe un unique polynéme de R, [X], noté Py, vérifiant
les relations :

Pr(x0) = f(z0) , Pr(z1) = f(21) 5ey Pp(xn) = f(20) -

On dit que Py est le polynome d’interpolation de la fonction f aux points xq, 1, ..., Tn.
Exprimer Py dans la base (Lo, L1, ..., Ly).
6. Soient xg, x1, ..., Ty, des réels appartenant a un intervalle [a, b] avec a < b, tels que :
n
a<zy<z]<..<xHp <b On posew(X)= H(X — xp).
k=0

Soit f une fonction de classe C"*! sur [a, b] et T un réel de [a, b] différent de g, 21, ..., 7.
On note Py le polynome d’interpolation de la fonction f aux points xg,z1,...,7, et Qf le
polynoéme d’interpolation de la fonction f aux points xg, z1, ..., Tn, T.

(a) Etablir I'existence d’un réel 6 tel que pour tout ¢ € [a,b] , ona: Q¢(t)—P¢(t) = 0 xw(t).

(b) Soit h la fonction définie sur [a,b] par : Vt € [a,b] , h(t) = f(t) — Q(1).
Montrer que la fonction h s’annule en les (n + 2) points T, zg, 1, ..., Tp.
En déduire Iexistence d’un réel 6 de Ja, b] tel que A"+ () = 0.

(c) Etablir I'égalité : f(z) — Py(T) = x ) (0) x w(z).

1
(n+1)!
(d) En déduire que pour tout t € [a,b] , on a :

|f(t) = Pr(t)] <

1
x |w(t |><sup)f”+1‘
(n+1)‘ [a,b]
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Partie III. Exemple d’interpolation et phénoméne de Runge.

Dans cette partie, on suppose que l'entier n appartient a N* et n’est plus fixé.
2k
Pour tout k£ € [0,n] , on pose : xf, = -1+ —.

n
Pour tout réel p > 0, on note f, la fonction définie sur R telle que :

1

VwER, fp(ﬂ?):m

Pour tout n € N* et tout réel p > 0, on note Py, ,, le polynéme d’interpolation aux points

X0, T1,ns ---» Tn,n de la fonction f,.
n

Pour tout n € N* | on pose w,(X) = H(X — T
k=0

Cette partie se propose de mettre en évidence des conditions suffisantes de convergence de
la suite (pr,n(m))n>1 vers f,(x) pour x appartenant a un intervalle I C R.

7. (a) Justifier que la fonction f, est de classe C* sur R.

(b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout z € R, on a : ‘fp(") (a:)‘ = ‘fp(")(—x)’.

1 *f (-D* o

(c) Montrer que pour tout z € R vérifiant |z[ < p, on a: ——— = s
4+ p

rart p2h+2
8. Dans cette question, on admet le résultat qui suit :
Pour tout k € N, soit Ay la fonction définie sur R par Ap(t) = t*. Soit R un réel strictement
positif. Soit (up)ken une suite réelle. On suppose que pour tout t €] — R, R[ , la série de
terme général uy, X Ag(t) est convergente et on note ¢(t) sa somme. Alors la fonction ¢
est de classe C*° sur | — R, R] et :

400
Vte]-R,R[,VneN* ona: ¢M(t)= Z up X A,(Cn)(t),

k=0

02
Soit p > 0. On pose : Vz €] — p,p[, v(z) = PRy
. a B
(a) Déterminer les réels « et 8 pour lesquels on a : Vo €] — p,p[, v(z) =
p—xr pt+x

(b) Comparer pour tout n € N* et tout x €] — p,p[, |v(”) (z)] et |v(”)(—$)‘.

1 ‘ (n)

— X |v (ac)‘
2

(d) On suppose que p > 1. Montrer que pour tout = € [—1,1] , et tout n € N* , on a :

(c) Montrer que pour tout n € N* et tout x €| — p,p[, on a: ‘f,gn) (3:)‘ <

n!

“o-Dr T

1
(n) -
‘fpn (CU)‘ < P
9. Pour z € [—1,1] avec z ¢ {20 n, T1n, ..., Tnn}, soit k entier de [0,n — 1] tel que
T e ]xk,na :L‘k:—l—l,n[ .
(a) Etablir les inégalités : |wy,(z)| < (%)nJrl X (E+ D! (n—Fk)!< (%)HJr1 n!.
(b) A T'aide de la formule de Stirling, (voir préambule du probléme), montrer qu’il existe
un entier ng tel que pour tout n > ng , on a pour tout = € [—1,1] , |w,(x)] < (%)HH.
(¢) Déduire des questions 6.d , 8.d , 9.b, qu'une condition suffisante pour que
lim |fy(z) — Py, n(2)| =0 pour tout @ € [-1,1] est : p > 1+ 2.

n—+400
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1 1
10. (a) On pose : Vp >0, H(p) = 1 / In(t* + p?) dt. Montrer que
-1

1 1
Vp >0, H(p)= B In(1+ p?) — 1 + pArctan (p)

Montrer que la fonction H est prolongeable par continuité en 0. On note toujours H la
fonction prolongée.

(b) Montrer que la fonction H réalise une bijection strictement croissante de R4 sur un
intervalle & déterminer.

(¢) Montrer qu’il existe un unique réel py > 0 tel que H(pp) = In(2) — 1. Montrer que
po < 1. (on donne In(2) =~ 0.693).

11. La fonction Arctan est codée dans le langage Python par np.arctan .
Le programme suivant renvoie une valeur approchée d’un réel sg a 0.001 prés.

def H(x):
return (1/2)*np.log(l+x*x)-1+x*np.arctan(1/x)
u=0.25
v=1
while (v-u)>0.001 :
if H((u+v)/2)>=0:
v=(u+v) /2
if H((u+v)/2)<0:
u=(u+v) /2
print("Valeur approchee de s0:", (u+v)/2)

(a) Quelle est la méthode mise en oeuvre dans ce programme ?
Donner une équation vérifiée par sg.

(b) Comparer sg et po.

12. Pour tout n € N*, on pose : Sp(X) =1 — (X? 4 p?) Py, »(X).
(a) Montrer que le polynéme wy, divise le polynéme S,,.
(b) Montrer que le polynome Py, , est pair.
(¢) Pour tout n € N* , on pose : 4, = 1 — 1. Exprimer |wy,(y,)| en fonction de n.

-

Trouver un équivalent de |wy,(y,)| quand n tend vers +o00, de la forme — o™ | ou 7 et
n

o sont des réels strictement positifs que ’on déterminera.

13. On admet que (pour n impair):

fp(l)ﬁen(ln(z)_1_1{(p))

|fp(yn) - prﬂ(yn)} ~ n

On suppose que 0 < p < pg.
(a) Déterminer HEIEOO | fo(yn) — Pr,n(yn)|-

(b) En déduire que EIE sup |fo(z) — Py, n(z)| = +00 (phénomene de Runge).
n o0 [_171}
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