ECT1 Chapitre 2 : Equations inéquations

Equations inéquations

1 Ensembles usuels des nombres

1.1 Notations

Rappelons les notations usuelles des principaux ensembles de nombres.

o N désigne '’ensemble des entiers naturels : {0;1;2;3---}

Z désigne I'ensemble des entiers relatifs : ensemble des entiers naturels et de leurs opposés. Ex: =5, -2,
0,2

P - . a .
D désigne 'ensemble des nombres décimaux : ensemble des quotients de la forme o7 avec a un entier

relatif et n un entier naturel. Ex:3.05et0et5et —3,01...

Q désigne I'ensemble des rationnels : ensemble des quotients p g avec p un entier relatif et g un entier

1
naturel non nul. Ex: 0, -5, 5

R désigne 'ensemble des réels : il contient, outre les rationnels, des nombres dits irrationnels tels que
Ex: \/5, 7,0, =5.

%

Remarque : Ces ensemble privé de 0 sont notés respectivement N*, Z*, D*, Q* et R

1.2 Intervalles de R

Pour tous réels a et b tels que a < b, introduisons différents ensembles de nombres : les intervalles de R.

— lesintervalles fermés :
[a;b] = {xeR|la< x< b}
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— les intervalles ouverts :
[a;b] = {xeR|a< x < b}.
= p >
et
]—o0;al={x eR|x < a}.
- a >+OO
et
la; +oo[= {x € R|x > a}.
—co +00
— les intervalles semi-ouverts a droite :
[a;b] ={xeR|la< x < b}.
—00 b >+oo
et
[a;+oo[={x e R|x = a}.
—co +00
— les intervalles semi-ouverts a gauche :
[a;b] = {xeR|a< x < b}.
—00 b >Jroo
Remarque :

Nous pouvons aussi étre amené a considérer des intervalles d’entiers. Pour tous entiers a et b tels

que a < b, notons [a ; b] 'ensemble des entiers compris entre aet b :

la; bl={neZla<n<hbl.
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2 Notion d’équations et d’'inéquations

Définition 1 : Une équation est un probleme mettant en jeu une égalité du type
fx)=0

ol f est une fonction a variable réelle et le réel x est appelé inconnue de l'équation.
Nous disons que nous résolvons cette équation lorsque nous recherchons I'ensemble des x
qui vérifient f(x) =0

Nous notons généralement I’ensemble des solutions . :

S ={xeR|f(x) =0}

Exemple 1 :
Résoudre I'équation: 2x+5=0

5
2x+5:0<:>2x:—5<:>x:—§:—2.5

Lensemble solution est|.¥ = {2.5}|.

Définition 2 : Une inéquation est un probléme mettant en jeu une inégalité du type
fx)=00u f(x)<Oou f(x)>00u f(x) <0

ol f est une fonction a variable réelle et le réel x est appelée inconnue de l'inéquation.
Nous disons que nous résolvons cette inéquation lorsque nous recherchons I'ensemble des
x qui vérifient I'inéquation.

Nous notons généralement I’ensemble des solutions . :

L ={xeR|f(x) =0} ou¥ ={xeR|f(x) <0} ou ={xeR|f(x) >0} ou.¥ ={xeR|f(x) <0}

Exemple 2 :

1. Résoudre2x+3=0

3
2x+3>0<:>2x2—3<:>x>—5<:>x2—1.5

Donc|.¥ =[-1.5, +o0o[ |.
2. Résoudre -5x+3<0

3
—5x+3<0<:>—5x<—3<:>x>g

Attention quand nous divisons par un nombre négatif il faut changer le sens des inégalités.

3
—;+00

Donc|.¥ =

& Lorsque nous multiplions ou divisons par un réel négatif dans une inégalité, il faut SE SOU-
VENIR de changer le sens de I'inégalité!
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3 Tableau de signes des expressions du premier degré.

Théoreme 1 : Soit f la fonction affine x — ax + b.

e Sia=0alors f est constante.

Sia>0 Sia<0

b b
X —00 —— +00 X —00 — +00

a a

fx) - + f(x) + -
+00 +00

f o— f I

—00 — I —00

Remarque : Plutot que d’apprendre par coeur ces résultats, il est vivement conseillé de savoir retrouver
les résultats précédents a partir de la résolution de I'inéquation ax + b = 0 (par exemple) ou de la
représentation graphique de la fonction f : x — ax + b (vraie notation pour désigner une fonction
f(x) n’étant qu'une image de la fonction).

Exemple 3 :

1. Donner le signe de I'expression —2x + 7.
Nous avons: 7
—2x+7=0<= -2x=-T7T<—=x=-=35

Le coefficient directeur de x — —2x + 7 est égal a —2 < 0 d’ou le tableau de signes :

X —00 3.5 +00

f(x) - +

4 Autres résolutions d’équations et inéquations

4.1 Equations produit nul.

Théoreme 2 : Un produit de facteurs est nul si et seulement si l'un de ses facteurs est nul.

Exemple 4 : Résoudre (2x+3)(x+5)=0
Nous avons un produit de facteurs nuls donc

2x+3)(x+5)=0 <— 2x+3=0 ou x+5=0
— 2x=-3 ou x=-5

3
— x:—E:—l.S ou x=-5
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Donc|.7 = {-5;—L.5}].

Remarque :
Grace a ce théoreme et a la factorisation, nous pouvons résoudre certaines équations polyno-
miales.

Exemple5 :
Résoudre (x +1)* —9 = 0 apres avoir factorisé I'expression.
Nous avons

x+1%-9=(x+1?-3%=((x+1D=3)((x+ 1D +3) = (x+1-3)(x+1+3) = (x—2)(x +4) = 0.
Un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est nul soit

x—-2=0 et x+4=0
x=2 et x=-4

Les deux solutions sont [ 2| et[—4]

4.2 Inéquation produit

Méthode :
Résoudre une inéquation polynomiale
Le plan d’étude d'une inéquation polynomiale est le suivant :

1. Rassembler, en additionnant/soustrayant, I'’ensemble des termes d'un méme coté de
I'inégalité car comparer par rapport a zéro c’est « juste » une étude de signe.

2. Factoriser’expression pour obtenir un produit de facteurs de dont nous pouvons trouver
le signes.

3. Etudier le signe de chacun de ces facteurs.

4. Conclure apres avoir fait la synthese des signes des facteurs dans un tableau de signes.

Exemple 6 :
Résoudre P(x) = (2x+6)(-3x+12)<0
Nous avons 2x+6 =0six = —g = -3 etlesigne de x — 2x+6 est positif si x > —3 car son coefficient
directeur est 2 positif.

Nous avons —3x+12=0si x = — = 4 et le signe de x — —3x + 12 est négatif si x > 4 car son
coefficient directeur est —3 négatif._3
X —00 -3 4 +00
2x+6 - é) + X +
-3x+12 + + 0 -
P(x) - O + 0 -
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Nous avons P(x) = 2x+6)(-3x+12) <0 pour‘ xX€]l—o0; =3lU[4; +oo] ‘

4.3 Equations quotients.

Théoreme 3 : Un quotient est nul si et seulement si son numérateur est nul ET que son dénomi-
nateur ne I'est pas. En particulier, si B n’est jamais nul, alors
A(x)

— =0<=AXx)=0
B(x)

Méthode : Résolution d'une équation quotient
Avant de résoudre une équation quotient, nous devons chercher les valeurs pour lesquelles
le dénominateur s’annule. Nous appelons ces valeurs des valeurs interdites. Nous cherchons
ensuite les valeurs pour lesquelles le numérateur s’annule et nous vérifions que les solutions
trouvées ne sont pas des valeurs interdites.

x2-1

X

Exemple 7 : Résoudre =0.

x% -1

=0 x#£0 et x*-1=0
x

Or
¥-1=0e=x’=1<=x=1 ou x=-1

Comme 1 et —1 ne sont pas nuls, | . = {—1;1} |.

Remarque : Il est parfois nécessaire de faire quelques calculs avant de se ramener a une équation
quotient. Ainsi, si une équation contient plusieurs fractions rationnelles, nous commencons par
réunir tous les termes dans un seul membre de I’équation et nous mettons toutes les fractions au
méme dénominateur pour pouvoir les additionner et obtenir une seule fraction rationnelle.

Exemple 8 : Résoudre :

1 2 3
=+ =
x-1 x-3 x+2
Nous avons :
1 2 1 1 2 1
+ = — + - =
x-1 x-3 x+2 x—-1 x-3 x+2
Or:
1 N 2 3 B (x=-3)(x+2)+2(x—-1D(x+2)-3(x-1(x—3)
x-1 x-3 x+2 x-Dx-3)(x+2)

XP42x-3Xx—6+2x°+4x—-2x—-4-3x>+9x+3x-9
(x—-D(x-3)(x+2)

13x-19
x-1Dx-3)(x+2)
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Notons que nous n'avons pas développer le dénominateur qui est déja sous forme de produits.
Les valeurs interdites vérifient :

x-1Dx-3)(x+2)=0 <= x-1=0 ou x—-3=0 ou x+2=0

— x=1 ou x=3 ou x=-2
19
Deplusl3x—19:0<:>x:E.

. . . 19
Comme cette solution n’est pas une des valeurs interdites, nous avons : | . = {E} .

4.4 Inéquations quotients.

Méthode :

La méthode pour résoudre des inéquations quotient est presque la méme que pour les pro-
duits.

— D’abord il faut construire un tableau de signes avec le signe du numérateur et du déno-
minateur.

— Aulieu de mettre des zéros pour les valeurs qui annulent le dénominateur nous utilisons
des doubles barres.

— Nous concluons sur les valeurs solutions de 'inéquation.

Exemple 9 :
. 2x+6
Résoudre R(x) = —— <
-3x+12
X —00 -3 4 +00

2x+6 - 0 + +

-3x+12 + 1 + -

R(x) - 0+ -

2x+6
Nous avons R(x) = — <0 pour‘ X€]l—o00; —=3]Ul4; +o0] ‘
-3x+12
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5 Polynomes du second degré.

5.1 Vocabulaire

Définition 3 :
Soient a, b et c des réels avec a # 0. Nous appelons polyndome du second degré une expression
de type:
ax*+bx+c.
Exemple 10 :

Soit 7x* +5x — 3. Icia=7,b=5etc=-3
Soitx*—3.Icia=1,b=0etc=-3

5.2 Résolution des équations du second degré

Définition 4 : Soient a, b et c des réels avec a # 0. Appelons discriminant du polynéme du second
degré ax® + bx + c. le réel noté A défini par

A=b*—4ac.

Théoréme 4 : Soit I'équation polynomiale de degré deux ax® + bx + ¢ = 0.

e SiA=b?*—-4ac> 0 alors’équation a deux solutions:

-b-VA ~b+ VA
X1=— et Xp=—-—
2a 2a
e Si A =0alors!’équation a une solution :
b
Xo=——
0 2a

e Si A <0 alors’équation n’a aucune solution réelle.

Exemple 11 :
Résoudre les équations polyndmiales de degré deux suivantes :

1. ¥*-5x+6=0
Nousavonsa=1etb=-5etc=6.

A=b*—4ac=(-5)°-4x1x6=25-24=1.
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Il y a deux solutions réelles :

-b-vA 5-V1 —b+vVA 5+V1
= = =2 X = = =3

= = e =
2a 2x1 2a 2x1

X1

Donc|.¥ = {2;3!}

2. 4x*—12x+9=0
Nousavonsa=4etb=-12etc=9.

A=b*>—4ac=(-12)>-4x4x9=144—144=0.

Il y a une seule solution

Donc|.¥ ={1.5}

3. X*+x+9=0
Nousavonsa=1letb=1etc=9

A=b*>—4dac=(1)>-4x1x9=-35<0.

Iln'y a pas de solution:|. = @

Proposition 5 : Factorisation des polynomes du second degré
Soit le polynomiale de degré deux ax® + bx + c.

e SiA=Db?*—-4ac> 0 alors avec les mémes notations que le théoréme ci-dessus :

ax’+bx+c=alx—x1)(x—x2)

e SiA=0alorsI’équation 2 une solution : Si A = b*~4ac > 0 alors avec les mémes notations
que le théoréme ci-dessus :

ax’ +bx+c = a(x - xg)*

» Si A <0 alors nous ne pouvons pas factoriser ax®*+bx+c.

Exemple 12 :
Factoriser les polyndmes de I'’exemple ci-dessus :

1. x>-5x+6 = (x —2)(x—3) car a = 1 et nous avons vu que ce polynéme avait deux racines
réelles x; =2 et x, = 3.
2. 4x*-12x+9= 4(x— 1.5)2 car ce polyndme avait une seule racine x = 1.5.

3. x*+ x+9 car ce polynome n'admet pas de racine réelle.
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Théoréme6 :
Le signe du polynéme ax” + bx + c dépend A LA FOIS du signe du discriminant ET du signe de
a.Des lors,ilya6 cas:
-b-vA -b+VA
e SiA=b?*—4ac>0alors, en posant x; = 2—\/_ et xp = 2—\/_, nous avons :
a
sia>0 sia<0
b b
X |—0o0 X1 - X2 +00 X |—0o0 X1 - X2 +00
2a 2a
f () + - + f(x) - #) + %) —
o e Y
7 4a T~
f 0 5, 0 f 0 0
- —00 —00
4a?
e Si A<0 alorsle signe de f est celui de a.

Méthode :

Le signe d’'un polyndome ax® + bx + c est celui de a a 'extérieur de ses racines. S’il y a qu’une
racine ou pas de racine il est constant c’est celui de a.

Exemple 13 :

Résoudre

1. Résolvons x*—5x+6 < 0. Nous avons vu que les racines du polynome sont 2 et 3 et que a > 0,
nous en déduisons le tableau de signes :

X —00 2 3 +oo

fx) + - ( +

2. Résolvons 4x* — 12x +9 > 0. Nous avons vu que ce polyndme n’avait qu’une seule racine
xo = 1.5. Ce polyndme est du signe de a = 4 donc positif et s’annule donc en 1.5. Donc

3. Résolvons x* + x +9 < 0. Ce polynome n'a pas de racine réelle donc il est du signe de a = 1

soit positif sur R. Donc .

Proposition 7 :

Soit P(x) = ax® + bx+c

c
1. Le produit des racines de P est égal a —.
a

b
2. Lasomme des deuxracines de P est égal a ——
a
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Méthode :

Si nous connaissons une des deux racines du polynd6me nous pouvons trouver la seconde en
utilisant la propriété ci-dessus.

Exemple 14 : Soit P(x) = x? =7x+10.

1. Vérifier que 2 est racine de ce polynome.

P(2)=2°-7x2+10=4-14+10=0
2 est racine de ce polynome.

c 10
2. En déduire la deuxiéme racine de ce polynéme. Nous avons x;x; = — = E 10. Comme
a

10 N ,
X1 =2 nous avons x; = 5= 5. La deuxieme racine est .
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