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DERIVABILITE
COURS

,—[Objectifs du chapitre} N

Savoir calculer le nombre dérivé et déterminer I'équation de la tangente d'une fonction.
Utiliser la fonction dérivée pour déterminer les variations d'une fonction.
Utiliser la fonction dérivée pour déterminer les extrema d'une fonction.

Utiliser la dérivée seconde pour étudier la convexité d'une fonction.

1 Introduction

L'étude globale d'une fonction peut étre tres compliquée. Pour simplifier cette étude, une idée assez
simple consiste a dire que “localement” autour d'un point, ou “si on zoome beaucoup sur un point”, la
courbe ressemble énormément a sa tangente et une droite étant relativement simple a étudier, on va “rem-
placer” la fonction f par sa tangente. Ainsi, I'étude de la tangente a la courbe va nous permettre d’obtenir
des informations sur la fonction elle-méme. Cherchons alors une équation de la tangente de la courbe d'une
fonction f.

Soit I un intervalle de R et f une fonction sur I. Fixons un point a € I et cherchons I'équation de la droite
passant par les points (x, f(x)) et (a, f (a)). Ce qui va nous intéresser est surtout la pente de cette droite. Elle
est donnée par le taux d’accroissement

f)-f(a)
x-a

Lordonnée a I'origine de cette corde n’est pas tellement importante pour l'instant donc attardons-nous
plutot sur le taux d’accroissement. Si on fait tendre x vers a, alors la corde va de plus en plus se rapprocher
de la position d’“équilibre” qu’est la tangente.

= flla)(x—a) + f(a)

\
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Ainsi, la pente de la tangente va étre donnée par

lim fx)-fla

X—a X—a

’

a condition que cette limite existe, bien stir... C’est cette limite qu'on va appeler le nombre dérivé de f en
a: f'(a). Ainsi, on pourra écrire I'équation de la tangente a la courbe de f au point a :

y=f'@x-a)+ f(a).



Et toujours dans cette idée de remplacer f par sa tangente, on va écrire pour x proche de a :
f(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) +err,

ol err est’erreur commise en remplacant f par sa tangente. Il va donc étre également important de pouvoir
quantifier cette erreur.

2 Deérivabilité
2.1 Généralités

Soit I un intervalle et f une fonction définie sur I. On fixe a € I et on introduit la fonction

g: INNa} — R
fx)-fla

X—a

~—{ Définition <

On dit que f est dérivable en a si g admet une limite finie en a. Si c’est la cas, lim g(x) est appelé
X—a

le nombre dérivé de f en a et est noté f "(a).
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,—(Remarques importantes !!} \

On a aussi
fla+h) - f(a)

!/ :l«
fi@=lim =,

Donnons une premiere caractérisation de la dérivabilité :

,—| Propriété <

La fonction f est dérivable en a si et seulement s’il existe [ € R tel que

fx)=fla)+1(x-a)+ (x—a)e(x),
avec € une fonction telle que e(x) — 0 quand x — a. Dans ce cas, f "(a) = 1.
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,—(Remarques importantes !!} \

o Légalité f(x) = f(a) + [(x — a) + (x — a)e(x) peut aussi s’écrire
fla+h)=fla)+1h+ hep(h),

avec ¢(h) — 0 quand h — 0.
Ces égalités ne sont évidemment intéressantes qu’autour de a i.e. quand x est proche a (ou h
proche de 0).

¢ On aune premiere information sur I'’erreur commise en remplacant f par sa tangente : ’erreur
commise tend vers 0 “plus vite” que (x — a) quand x — a.




,—(Propriété (Question de cours)} <

L'équation de la tangente a la courbe de f au point a est donnée par

y=f'(@)(x-a)+ f(a).
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,—| Propriété <

Si f est dérivable en a alors elle est continue en a.
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,—[Remarques importantes !!} \

A La réciproque est fausse! A

\. J

~—{ Exercice 1 N

Montrer que f : x — x* + 1 est dérivable en 0.

Montrer que g : x — \/x n'est pas dérivable en 0.

. —xsix<0 .
La fonction /2 : x — est-elle dérivable en 0?2

X sinon

2.2 Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite

De la méme maniére qu’'on a défini la continuité a gauche et a droite, on peut définir les notions de
dérivabilité a gauche et dérivabilité a droite.

— Définition N

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On dit que

. e ) -fla) .
o f est dérivable a gauche en a si )lcln}l f— existe et est finie. Dans ce cas, on note fg',(a)
= x—a
x<a
cette limite.
. 5 s e [ -fla) . . ,
o [ est dérivable a droite en a si )lcln}l —————— existe et est finie. Dans ce cas, on note f,(a)
z xX—a
xX>a
cette limite.

,—| Propriété N

f est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a gauche et a droite en a et fg’(a) = f1(a).
Dans ce cas, [’ (a) = fé(a) = f(a).
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~{ Exercice 2 N

Etudier la dérivabilité a gauche et a droite en 0 de la fonction & de I'exercice précédent. Est-elle
dérivable en 0?




2.3 Fonction dérivée

~{ Définition <

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. Dans ce cas, on considére

fl''' 1 — R
x — f'

appelée fonction dérivée de f.

2.4 Dérivées successives
— Définition N

Soit f une fonction dérivable sur I et f’ sa dérivée. On dit que [ est deux fois dérivable sur I si
" est dérivable sur I et dans ce cas, on appelle dérivée seconde de f la fonction f” = (f')".
Par récurrence, on peut alors définir les dérivées successives de f :

fo=f
f(n+1) _ (f(n))’

pour tout 7 € N. La fonction f" est appelée la dérivée n'°™¢ de f.




3 Dérivées usuelles et stabilités

Commencons cette partie par donner les dérivées des fonctions de référence.

,—(Propriété (Question de cours)}
Fonction Fonction dérivée Ensemble de dérivabilité
x—k, kcte x—0 sur R
X— X x—1 sur R
x—x", neN* x— nx"! sur R
1 *
x—Vx NE: sur R
1 ]' * *
x'—>; x»—»—; surR, etR-
1 n * *
x-—»F x'—>—xn+1 sur R} et RZ
—| Exercice 3
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
o, C 3 he etk L
fx)=x° gk =x", (x)—;et (x)—F.

Intéressons-nous ensuite a la stabilité de la dérivée par rapport aux opérations usuelles sur les fonctions.



,—[Propriété (Question de cours)}

Soit u et v deux fonctions dérivables.

Fonction Dérivée Remarque
!/ !
u+v u+v
ku, k cte ku'
! !/
uv uv+uv
1 v
— - v(x)#£0
v v
u uv—uv
= 5 v(x)#0
v
n * /..n—1
u,neN nuu
u/
u u(x)>0
Vu 2Vii
1 nv' 0
on ~ el v(x) #

\

,—(Exercice 4 (Exercice de khélle)}

Calculer les dérivées premiere et seconde des fonctions suivantes :

2 +1
fx)= ?x g =423~ 2 43x-2, h(0) = ——.
X

\

,—| Propriété

Soit f et g deux fonctions. Si f est dérivable en un point a et g en f(a), alors (go f) est dérivable
enaet(gof)(a)=f(ag (f(a).
Plus généralement, ona (go f)' = f' x (g'o f).




4 Utilisation de la dérivée

4.1 Sensde variations

,—(Théoréme (Question de cours)}

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
1) f est croissante si et seulementsi f’ > 0.
2) f estdécroissante si et seulementsi f’ < 0.

3) f est constante si et seulement si f' = 0.

\

,—[Remarques importantes !!}

f est strictement croissante si et seulement si f'(x) > 0 pour tout x € I (éventuellement nulle en
des points isolés) et f est strictement décroissante si et seulement si f "(x) <0 pour tout x € [
(éventuellement nulle en des points isolés).

4.2 Extrema

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xp € I. On dit que

¢ f admet un maximum local en xj si, autour de xp, on a f(x) < f(xp).
¢ fadmet un minimum local en xj si, autour de xp, on a f(x) = f(xo).
¢ f admet un maximum global en x; si pour tout x € I, f(x) < f(xo).

¢ f admet un minimum global en x si pour tout x € I, f(x) = f(xp).

On dit également que f admet un extremum si elle admet un maximum ou un minimum.

\

~ Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert et xj € I.
1) Si f admet un extremum local en x, alors f(x) = 0.

2) Si f’ s’annule en xj et change de signe alors f admet un extremum local en Xx;.

\.

,—(Exercice 5 (Exercice de khf)lle)}

3
x> 3
On considere la fonction f définie sur R par f(x) = 3 Exz +2x+ 1 pour tout x € R.

1. Calculer f "(x) pour tout x € R.
2. Déterminer le signe de f’(x) en fonction des valeurs de x.

3. En déduire le tableau de variations de f.




5 Fonctions convexes, point d’inflexion

5.1 Fonctions convexes

~{ Définition <

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que

1) f est convexe si pour tous points A et B de sa courbe €/, le segment [AB] est entierement
au-dessus de €6y si et seulement si € est au-dessus de toutes ses tangentes.

2) f est concave si — f est convexe.

Fonction convexe :
le segment [AB] est au-dessus de <€f

Fonction concave :
le segment [AB] est en-dessous de ECr

Propriété (Question de cours)}

On suppose que [ est deux fois dérivable sur R. Alors f est convexe si et seulement si f’ est
croissante si et seulement si f” > 0.

5.2 Point d’inflexion

~{ Définition <

Soit f une fonction définie sur un in-
tervalle I, 6 sa courbe représenta-
tive et xo € I. On dit que 6y admet un
point d’inflexion en x, si ‘€ traverse
sa tangente en Xxo. (xO' f (xO))

\ J

,—| Propriété N
On suppose que | est deux fois dérivables sur I. 6y admet un point d’inflexion en x si et seule-
ment si f s’annule et change de signe en x.

\ J

—{ Exercice 6 N

3

Etudier la convexité et les éventuels points d’inflexion des fonctions x — x> et x — x° sur R.




