LYCEE JEAN PERRIN
EC1
CORRECTION DU DEVOIR N°06

Exercice 1 :
Attention les trois parties sont liées.

Partie I

Soit g la fonction définie par : g(x) = x —In(x)
1- Déterminer Dg

g existe < x >0 donc Dg=R..

2- Etudier les variations de g et dresser le tableau de variation de g sans les limites.

g est dérivable sur Dg comme somme de fonctions dérivables
VxeDg, g'(x):1—l - x—ld
X X

V x € Dg ,x>0donc g'(x) est du signe de x—1

signe de x—1 : S r
1

Conclusion : g est décroissante sur ]0,1] et est croissante sur [1, +oo|

X 0 1 +o0
g'(x) - 0 +

g(x) \ 1 /

g()=1-In(1)=1-0=1

3- Donner le minimum de g sur Dg
Le minimum de g est 1

4- En déduire le signe de g(x) sur Dg.
d’aprés le tableau de variation Vx € Dg ,g(x)>1>0.

Conclusion : g est positive sur Dg

Partie 11

2
Soit £ la fonction définie par : f(x) = % +x —xln(x)—i—%
On note % sa courbe représentative
1- Déterminer Dg .

fexiste < x >0 donc Df=R:.
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2- Déterminer les limites aux bornes de Df

fix) = %2 +x—vln(x)+3

. x2 3)_3
xlino(z +x+2)_ 2

lim xIn(x) =0 limite de référence
x—0"

- _3
Jim, fl5)= e

en +oo, on se retrouve avec une forme indéterminée du type "(+o0)+(-o0)" donc on factorise par le
terme prépondérant ici x2

3
_ 1, x xIn(x) , 2 |_ 1,1 In(x) 3)
— 2 L X e -
/) x(2+x2 x2 +x2j x(2+x x +2x2
( lim 11
X —> +o0 2
lirr+1 - =0
x — too X
lim (%4_1_@_,_%):1 car 3 In(x)
x> Fo * * * 2 lim = 0 croissances comparées
x—>too X
3
im — =0
_ x — +o0 2x2
lim x2=+4o00
X —> +oo
lim f(x)=4x| car
Nim f(x) lim (l+l_lﬂﬂ+i):l
x =+ x x 2x2 2

Etude des branches infinies

3- Calculer f'(x) et 1’écrire en fonction de g(x)
fest dérivable sur Df comme somme de fonctions dérivables

VxeDf,f'(x) :2x%+1—(lxln(x)+x>< %)+0 =x+1-In(x)—-1=x-In(x) = g(x)

Lonclusion : Vx e Df, f/0)=g(X)
4- En déduire le sens de variation de f'et dresser le tableau de variation.

VxeDf,f'(x)=g(x) etgestpositive sur R d’aprés la question 1.4

donc V x € Df, f'(x)>0

et par suite f est croissante

Conclusion : fest croissante sur Df.

X 0 +o0

f'(x) +

+ 00
f(x) /
3/2

Page 2 sur 4



5- Etudier la convexité de f

VxeDf,f'(x)=x—In(x)=g(x)

f " est dérivable sur Df comme somme de fonctions dérivables
VxeDf,f"(x)= g'(x).Lesigne a été étudié a la question 1.2

X 0 1 + o
f(0)= g'() - 0 +
/ﬁoiﬁ\
convexité festconcave | d’inflexion fest convexe
(1;3)

1 4.3 14243 6
f(l)—2+1 0+ = 5=

[\

6- Déterminer 1’équation de la tangente 7 a & au point 4 d’abscisse 1

Une équation cartésienne de la tangente T 2 % au point d’abscisse 1 est donnée par

T: y=£(@1) x-D+AL) avec f'(1)=g(1)=1 et f)=3
Conclusion 7: y=1(x—1)+3=x+2.

7- Etudier position relative de & par rapport a T

Six <1, f estconcave donc % esten dessous de T
Six >1, f estconvexe donc & est au-dessus de T
Au point d’inflexion , & coupe sa tangente .

8- Construire &et T
& admet une branche parabolique de direction (Oy) en +co.

N

—
G
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Partie I11

Une entreprise produit et commercialise un article. Sa capacité de production quotidienne est limitée a
5 milliers d’articles.

La fonction f modélise le coft total de production exprimé en milliers d’euros, ot x désigne le nombre
de milliers d’articles fabriqués.

On note C(x) le colit moyen de production exprimé en euros, par article fabriqué.

C est la fonction définie par C(x) = %2

1- Déterminer D ainsi que 1’expression de C sur D¢

f(x)= %2 +x—xIn(x)+ %

C(x)= ﬂxll = %—i—l—ln(x)—i— %

Cexiste < x >0etx =0 et la capacité de production quotidienne est limitée a 5 milliers d’articles
doncx <5

Conclusion : Dc=]0.5] et V x € D¢, C(x)= 3 +1-In(x)+ %

2- Etudier les variations de C sur D

Vx e De, C(x)= 3 +1-In(x)+ 3,1

2
C est dérivable sur D, comme somme de fonctions dérivables
won_ 11 3 -1 _ x2-2x-3 _ (x+1)(x-3)
\ D = ——+Ix—= =
* € Dc, C'(x) 2 x—i_Zxx2 2x2 2x2

Vx e Dq,x>0doncx+1>0et2x2>0 et par suite C'(x) est du signe de x —3

signede x—3: — >
0 3 5

Conclusion : C est décroissante sur ]0,3] et est croissante sur [3, 5] .

3- Dresser le tableau de variation de C . On donne lim0+ C(x)=+w
X

x [0 3 5
C () 0+
o 0)
C(x) \ /
3
c@)= %+1—ln(3)+% = %+1—1n(3)+% =3-In(3)
C(5) = §+1—ln(5)+13—0 - %—111(5)

4- Quel est le prix de vente , a 0,1 euro prés, d’un article en dessous duquel I’entreprise est certaine
de ne pas faire de bénéfice ?

Le colt moyen minimal est C(3) =3—In(3) =1,9

Conclusion : Le prix de vente ,a 0,1 euro prés, d'un article en dessous duquel 1'entreprise est
certaine de ne pas faire de bénéfice est 1,9 €.
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