CHAPITRE 18 : INTEGRALES |

I- PRIMITIVES

Apres avoir étudié les dérivées d’une fonction, nous allons étudier les primitives d’une
p ) p

fonction. Nous allons nous poser la question suivante : si je connais la dérivée d’une
fonction, peut-on trouver la fonction en question ?

1- DEFINITION

Soit I un intervalle
F est une primitive de f sur I si pour tout x appartenant a I, F’(x ) = f(x)

Exemple :

Soient F, G, H et f quatre fonctions définies par :
F(x) = %x2 Gx)= %x2+3 Hkx) = %xQ— T fx) = x

1) Montrer que F, G, et H sont des primitives de f sur R
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f est une fonction définie sur un intervalle I.
1. Si F est une primitive de fsur I, alors toutes les fonctions x — F(x) + &, ou k est un
réel quelconque, sont des primitives de fsur I.

2. Si F et G sont deux primitives de f sur I, alors il existe un réel k tel que pour tout x
de I, G(x) = F(x) + k.

3. Soit xp un réel appartenant a I et y, un réel quelconque, il existe une primitive G et
une seule de ftelle que G(xo) = yo.

Remarque: Pour montrer qu'une fonction g est une primitive d'une fonction f,
il suffit de dériver g et montrer que g'=f

2- PROPRIETE ADMISE

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

II- PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES

Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes :
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On obtient des primitives de fonctions usuelles par lecture inverse du tableau des
dérivées. Dans les tableaux suivants, k désigne un réel quelconque.

En effet (¢") = n v " 'donc une primitive de &’ u" est #u””

Fonction fdéfinie par Primitive F de f sur I
définie par
Ax) = ¢ B
(ou ¢ est une constante) I=R
flx) = x I-R
I=RsiaeN
fx) = &°
—{- I=10; +o[oul = J-o; 0f
cE U si aeZ'/{-1}
f(x):% I=10; +o[oul = J-o ; 0f
flx) = e I=R
f(x) = eax+b .- R
aveca =0 =

Dans ce deuxiéme tableau, on note D, le domaine de définition de la fonction u, et D,
celui de v.

Fonction f Primitive de f sur
Cu ou kelR D,
w+ v D,nD,
X D,si aeN
e R \{-1} Les intervalles de D, \{x tels que
ulx) = Oysi e Z'/{-1}
% Les intervalles de D, \{x , u(x) # 0}
u'ev

D,
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ITI- CALCULS DES INTEGRALES

1- DEFINITION

Soit f une fonction continue sur [a, b] donc f admet des primitives sur [a, b].
On note F une primitive de f

b
a

On définie le nombre | bf(x)dx:|:F(x):| =F(b)-F(a)

Etonlit: “somme de a a b de f(x) dx” ou “intégralede a a b de f(x) dx”.

Exemple 1 : calcul de f 2xdx
1

x+— x est

Jl‘gxdx =

Exemple 2 : calcul de f 2ex dx
1

x+— e¥ est

fgex dx =
1

Remarquel: VaeR, faf(x)dx =

Remarque 2 - f PA(x)dx = [F(x)y _ F(b) - F(a) = —(F(a) - F(b)) = - f “fx)dox
a b

a

Remarque 3 :
Sif est une fonction continue sur I et @ un réel de 1

Alors la fonction x — fxf(t)dt est 'unique primitive de f s’annulant pour x = a

. *1
Exemple : ¢ +— % est continue sur ]0 ; + oof alors on a Vx €]0 ; + oo In (x) = f n dt
1

2- VALEUR MOYENNE

On appelle valeur moyenne de f sur 'intervalle [a, b],

le nombre m (f) définie par m(f) = b 1_ a fbf(x)dx
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exemple :

X

+1

Calculer la valeur moyenne de la fonction f définie par f (x) = exe sur [1

3- RELATION DE CHASLES

Soit f une fonction continue sur [a, b] et ¢ un réel appartenant & [a, b]

fa “fla)dac + f "flx)dx = f "f(x)dac

Exemple 1 :
x+1 six>0

soit f la fonction définie par f(x) = { 2 six<0

Calculer fsf(x)dx
-1

Exemple 2 :
1
Calculer jgx”dx + flx”dx

1
0 2

; 3]
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4- LINEARITE

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et k un réel alors

f "(flx) + gla)dx = f "flx)dx + f "g(x)dx

f’ kf(x) dx = kf”f(x)dx

Exemple 1:

Calculer fl X derf1 X dx
0 1+x o 1+x

Exemple 2:

Calculer f17x"’1dx
0

IV- INTEGRATION PAR PARTIES

1- RAPPEL

Soient u et v deux fonctions dérivables sur / alors
VX €L, (UXV) (X) = i e e

Donc u(X)V (X)) =t

D’ou la formule d'intégration par partie :
b
VaecletVbel, fbu(x)v'(x)dx = |:u(x)v(x):| = fbu'(x)v(x)dx

a a
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2- EXEMPLE

Calculer f 1x exdx
0

V- APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

1- UNITE D’AIRE

On appelle unité d’aire ( notée u.a) I'aire du rectangle OIK<J construit a partir du repére
Ainsi si OI = 1 cm et OJ = 2 cm alors I'unité d’aire est 1x2 = 2 cm?
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2- AIRE SOUS LA COURBE

L’unité choisie est sur ’axe des abscisses 3 cm et sur I’axe des ordonnées 1 cm
1.a) Calculer l'aire du rectangle ABCD en u.a puis en cm?

2. a) Soit f définie sur Rpar:fix) = x + 1
On a tracé la courbe représentant cette fonction dans un repére orthonormé.
(L’unité est le cm, I'unité d’aire est alors .................. 2)

a) Calculer I'aire de la figure hachurée puis f *f(x)dac
1
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b) Calculer I'aire de la figure hachurée puis fﬁlf(x)dx
_3
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d’ou les trois propriétés :

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction définie et continue sur 'intervalle
[a ; b], et & sa courbe représentative dans un repére orthogonal (0,7,7)

> Sipour tout x de [a ; b], flx) >0, & est au dessus de (Ox)
alors laire, en unités d’aire, du domaine compris entre la courbe &, I’axe des abscisses

. , . b
et les droites d’équations x = a et x = b estf f(x)dx
a

> Sipour tout x de [a ; b], Ax) <0, & est en dessous de (Ox)
alors laire, en unités d’aire, du domaine compris entre la courbe &, ’axe des abscisses

. , . b
et les droites d’équations x = a et x = best — f f(x)dx

> Sipour tout x de [a ; b], flx) n’est pas de signe constant
alors l'aire, en unités d’aire, du domaine compris entre la courbe &, I’axe des abscisses
et les droites d’équations x = a@ et x = b est
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3- AIRE D’'UN DOMAINE COMPRIS ENTRE DEUX COURBES

Soient f et g deux fonctions continues sur [a , b] et &f et &g leurs courbes
représentatives dans un repére orthogonal (O,7,7)

> Si flx)>g(x) surla,blalors Efest ..ccccccoeviuvviueinnn. de &g
alors l'aire, en unités d’aire, du domaine compris entre les courbes &f et g, et les

droites d’équations x = a et x = best égale a fb (f(x) - g(x))dx

> Siflx)< g(x) surfa,blalors Efest ccooevuveiueiiueeannainn.. de &g
alors l'aire, en unités d’aire, du domaine compris entre les courbes &f et g, et les

droites d’équations x = a et x = best égale a fb (g(x) - f(x))dx

> Sipour tout x de [a ; b], flx) — g (x) n’est pas de signe constant
alors laire, en unités d’aire, du domaine compris entre les courbes &f et g, et les
droites d’équations x = a et x = b est égale a
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VI- INTEGRALES ET RELATION D’ORDRE

1- POSITIVITE DE L'INTEGRALE

Soit f une fonction continue sur [a, b]
Si pour tout x de [a ; b], f(x) >0, alors fb f(x)dx > 0.

Conséquence :
Soient f et g deux fonctions continues sur [a , b]

Si pour tout x de I, flx) < g(x) , alors fbf(x)dx < fbg(x)dx

Exemples

1+1¢2
Sans chercher a calculer o/ démontrer que 0 <J <1

soitJ:f1 1L g
0

2- INTEGRALE ET VALEUR ABSOLUE
b
f f(x)dx

Soit f une fonction continue sur [a , b] .Alors

< f P 1F ()| d
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