Mathématiques Lycée Turgot
M"™ HEMON Chapitre 11 ECT2 - S3 2024 /2025

Matrices et Systemes Linéaires

Exercice E Calculs
Effectuer les calculs matriciels suivant :

302 5 -1
1. a) 2(? _12 i>+<8 *12 _23> 2. a) [1 -1|+3(0 1
0 -1 2 -2
31 -2 3
b) =3[ 0 -2 |+5| 1 -1 b) 3(_32 f _11>—2<_21 _21 g)
2 —4 -5 0
5 -3 8 0 3(6 —4\  2(3 -6
0056 7)(3 ) 016 )56 )

1 2 0
13 2 05 3 3 -1 0
1 a x(241>+y(101>_<4 12 1) 2 0 =z ;g Tty (1)
T 0 3 0 ) z—1 1
b) (2 y+1>+2(_1 0)_12 b) (y_z ) )_2<_1 O>_12

Exercice | 3| «©Cf Multiplications matricielles
On définit les matrices suivantes :

4 3 -2 -5 3 2 1
0 -2 1 -2 5 11 -3
2 -1 0
M = N = P = 1 2 -1 Q= 01 00
3 1 -6 7 2 3 0 -5 0 4 —1 00 1 0
2 4 0 1 1 6 6 1 5 o 3

1. Parmi tous les couples de matrices prises dans la liste présentée ci-dessus, indiquer les produits possibles.
On observera qu’il y a 64 couples potentiels a étudier

2. Lorsque possible, pratiquer les produits matriciels proposés : AB; BC'; CB; CD; AC; BD et AD.

Comparer les produits M N et N M (les résultats sont attendus)

. Parmi les matrices X proposées, lesquelles vérifient X Q) = X ? Lesquelles vérifient QX = X ?

W

Exercice E Systemes a poser Pour chacune des situations suivantes, décrire un systéme d’équations permettant de trouver les
solutions puis le réécrire sous forme matricielle.

1. Un client commande un expresso et 3 croissants dans un café : il paye 7, 30 euros. A une autre table, dans le méme
café, un client paye 6, 10 euros pour un croissant et un double expresso (facturé comme deux expressos). On cherche
le prix unitaire d’un expresso et d’un croissant (dans ce café)

2. Trouver les polyndmes P de degré 2 pour lesquels P(k) = k avec k € {1;2;3}

1 O) . Déterminer I’ensemble des matrices B de taille 2 x 2 telles que AB = O

3. On donne la matrice A = (_ 1 3
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Exercice | 5| ¢OC! systemes et matrices
Résoudre les systémes suivant (d’inconnues (z;y) € R?)

oz +4y =5 S 43y =0 2 44y =5 f 42y =-1
s+ { SRTC BERRTCO IR s YA RRTCARR S K pA

-3 vy 2¢  +y = x -3y = % T

0 3 -2 T 5

Exercice E 1. On considere 3 réels x, y et z et les matrices A = -4 5 -1 |, X= Y et U= 7
-2 0 3 z -2

A quel systeme d’équations I’égalité matricielle AX = U est-elle équivalente ?
2. On considere le systeme (.5) suivant :

2z —y +3z = -1
-5z  +vy = 3
x +y —z = 4
A quelle égalité matricielle le systeme (S) est-il équivalent ?
210 -7 5 -1
3. On considere lesmatrices A= | 3 2 1 |etB= 15 —-10 2
0 3 5 -9 6 -1

(a) Calculer AB et BA.
(b) Montrer que, pour toutes matrices U et V' de M3 ; (R), on a I’équivalence :

AU =V < U = BV.

Indication : raisonner par double implication.
(c) Résoudre le systeme (7') suivant :

2¢ 4y = 2
3z +2y 4z = 1
3y +5z = 3

1 ) Expliciter, pour n € N*, M"™.

1
0

2 2
)etB—(2 2).

Exercice 1. On consideére la matrice M = <
1
1

2. On considere les matrices A = <

1
1
Expliciter, pour n € N*, A™ puis B"

3. On considere la matrice D = ( (1) g ) Expliciter, pour n € N*, la matrice D".
2 0 0

4. On considére lamatrice A= | 0 —3 0 |.Exprimer A™ en fonction de n € N*
0 0 0

Exercice Un écureuil dressé pour un concours d’escalade est placé en base d’une structure a trois paliers notés A, B et C
respectivement. Le concours est organisé en étapes et on y fait participer I’écureuil. A chaque étape, il peut soit rester sur
le méme palier, soit changer de palier.

Le but du concours est de faire arriver 1’écureuil au palier A, le départ s’effectuant depuis le palier C.. On suppose donc
que, lorsque 1’écureuil est sur le sommet A, il y reste a 1’étape suivante.

Par ailleurs, si cet écureuil se situe au palier B a une certaine étape, il reste sur le palier B avec probabilité % et il rejoint le
palier A avec probabilité % a I’étape suivante. Enfin, lorsque cet écureuil est au palier C' a une certaine étape, il se situera
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a n’importe lequel des trois paliers a 1’étape suivante avec équiprobabilité.

Pour tout entier naturel n désignant un numéro d’étape, on note A,,, respectivement B,,, C,,, les événements «lors de la
n-iéme étape, I’écureuil est au palier A, respectivement B, C».

—_

. Expliciter P(Ay), P(By) et P(Ch).

1 1
2. Soit n € N. Justifier I’égalité P(B,, 1) = 3 P(B,) + 3 P(C,,). Exprimer de méme P(A,,+1) et P(C),+1) en fonction
de P(A,), P(B,) et P(Cy).
3. En déduire une matrice M de M3(R) telle que :

P(An1) P(An)
VneN, | B(Buwi) | =M | B(B,)
P(Cn-H) P(Cn)
P(A,) 0
4. ATaide de la question précédente, déterminer, pour tout n de N, une relation entre | P(B,,) et O | ethM.
P(C,) 1
1 1 1
5. Onnote P lamatrice | 0 —1 —2 |. Vérifier que la matrice D = PM P est diagonale.
0 0 1
6. Calculer P2, puis vérifier ’égalité M = PDP.

7. Soit n un élément de N. Exprimer M™ en fonction de n.
En déduire, a I’aide de la question 3), la probabilité pour qu’aprés le n-iéme saut, la puce soit au point A.

8. Déterminer lirf (A,,). Comment peut-on interpréter ce résultat ?
n—-+0oo

Exercice @ On considere les matrices A, J et I suivantes :

2 1 1 1 1 0
a=(3y) = (r 1) er=(0 7))

1. Vérifier I'égalité J2 = 2J.
2. Montrer que, pour tout n de N, on a:

1
AM=T+45 (3" 1))

3. (a) Montrer que, pour tout n de N*, ona:
Jn — 271—1{].

(b) Retrouver le résultat de la question 2) a I’aide de la formule du bindme de Newton.
4. En déduire, pour tout n de N, une expression explicite de A™.
Exercice 1. Rappeler la formule du bindme de Newton appliquée a deux matrices A et B en précisant les conditions

d’application.
On définit les trois matrices qui suivent :

2 -1 0 3.0 0 110
A=10 2 o| ; B=[0o -2 0o ; c={0 1 1
0 0 0 0 0 2 00 1

2. Ces trois matrices sont-elles triangulaires ? Diagonales ?
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3. Exprimer B™ en fonction de n € N*
4. Justifier que A peut s’écrire sous la forme A = D + N avec D diagonale, N nilpotente de sorte que DN = N D.
5. Déterminer, selon n € N*, la valeur de A™.
6. Calculer C™ par une méthode analogue a celle employée pour A (avec n € N*.

Exercice On définit trois suites (ty, )nen, (Un)nen et (Wy)nen par :

7 1 1
Un+1 = %un +Evn +%wn
_ 3 3 1
Vn € NS Unt1 = 55Un +igUn  t3pWa
_ 9 3 7
Wn41 — %un +ﬁvn +%wn
avec ug = letvg = 0etwy = 0.
Unp
On posera pour toute la suite X,, = | v, | pourn € N.
Wn,

1. Déterminer une matrice M telle que, pour tout n € Non ait X,,11 = M X,,.
2. Vérifier que, pour toutn € N, on a alors X,, = M" Xj.
3. Soient les matrices A et B définies comme :

3.2 1 -5 2 1
A=13 2 1| ; B=|3 -6 1
9 6 3 9 6 -5

(a) Calculer expicitement les matrices A + B ainsi que A? et B2

(b) Vérifier que AB = BA = O3 (matrice nulle de M3(RR))

(c) En déduire une expression simplifée de (A + B)™ en fonction de n € N*

(d) Onpose N = A+4I5 ou I3 désigne la matrice identité de M3 (R). Vérifiez que N B = 4B puis justifier 1’existence
de deux suites (ap,)nen et (bn)nen telles que :

YvneN N"=a,A+0b,B
(e) Ecrire explicitement N en fonction de n € N.

. A 1 . .
4. A partir de I’étude précédante, justifier que M = %N et expliciter les termes u,,, v, €t w,, en fonction de n € N.

Exercice Soient les matrices A et B définies comme :

0 0 2 3 -2 —4
A=10 0 1 ; B=16 —4 -8
0 0 1 0 O 0

1. Calculer explicitement les matrices A + B ainsi que A? et B2
2. Les matrices A et B commutent-elles, c’est-a-dire, les produits AB et B A sont-ils égaux ?
3. Démontrer que, pour tout n € N*ona (A+ B)" = A™ 4+ B".
4. On considere a présent trois suites (@, )nen, (bn)nen et (¢n)nen Vérifiant :
3 7 1
Vn €N ap41 = §an - bn —Cp bn+1 == 3an - 2bn - icn ;o Cn41 = icn
On notera o = ag, 8 = by et v = ¢g.

En vous aidant des questions précédentes, déterminer une expression explicite de chacun des termes généraux a,,, b,
et ¢, fonction de n € N* ainsi que «, [ et .
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Calculs d’entrainements

et Procéder aux calculs suivants (on vérifiera la compatibilité au préalable) :

-2 -1

ca [0 ]() 20 (07 3)(_31)
5

|
[N
[N
N~
7N
Ut =
~N W

100 1 2 3 1 2 3 100
h) 010 -1 -1 -1 h) -1 -1 -1 010
001 2 8 10 2 8 10 001
0 -1 6 1 2 3 -2 2 =2\ /0 2 -1
i) 2 4 -2 -1 -1 -1 i) 3 -3 3 ][3 4 -2
3 5 3 2 8 10 6 2 -3/ \5 -4 1
5 A
3 0
)o(-2 23 —4) ] i) (1 =23 -1)|
2 2
5 1
k) 3 (-2 2 3 —4) k) 0 (1 -2 3 -1)
1 -3
2 2
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