ECT1 Intégration sur un segment 2017-2018

Chapitre 19 - Intégration sur un segment

1 Intégrale d’une fonction

Théoréme 1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I.
Pour tout couple de réels (a,b) € I2, le réel F(b) — F(a) est indépendant de la primitive F' choisie.

Démonstration. Soit F' et G deux primitives de f sur I. Il existe alors un réel k tel que G = F' + k sur I. Ainsi, pour
tout couple (a,b) € I?, G(b) — G(a) = (F(b) + k) — (F(a) + k) = F(b) + k — F(a) — k = F(b) — F(a). |

Ce résultat liminaire justifie le bien-fondé de la définition suivante.

Définition 2 - Intégrale d’une fonction sur un segment.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur I. Pour tout couple de réels (a,b) € I2,

b b
on appelle intégrale de a a b de f le réel, noté / f(z) dzx, défini par : / f(z)dx = F(b) — F(a).
La quantité F(b) — F(a) est notée [F(z)]°

a*

3 2713 2 2 -2
T 3 2 5 -2
Exemple 3 de= T 22 222 " 3e?dr = [27] 7% = (—2)? — 1% = 9.
xemple /zxx [2]2 55~ 3 e /1 2 dz = [2°],7 = (-2)

2 Propriétés de l'intégrales

2.1 Linéarité de I'intégrale

A Dinstar des opérations de dérivation et de primitivation, opération d’intégration est également linéaire.

Théoréme 4 - Linéarité de l'intégrale.  Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et (a,b) € I
Pour tous réels A et p,

/Clb()\f(x)-i-ug(x))dx:)\/abf(x)dxA—u/abg(g;)dx,

Remarque 5 En particulier,

/ab/\f(:c)dxz/\/abf(x)d:v, /abf(x)dxz/abf(z)dx et /ab(f(:c)+g(:c))d:c=/abf(ac)d:v+/abg(x)dx.

La linéarité de l'intégrale permet notamment de faciliter les calculs d’intégrales en isolant clairement les calculs de
primitives & effectuer, comme l'illustre ’exemple suivant.

Exemple 6

/2 (i—%)dt—2/21dt—/2\2dt—2[lnt|]f—[2\/¥]j—2(ln2—ln1)—(2[—2\/1) —2In2 - 2V2 + 2.
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2.2 Relation de Chasles

Théoréme 7 - Relation de Chasles.  Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Quels que soient les réels
a,betcdel,
b c b
/ flx)dx = / f(z)dz +/ f(z)dz.

La relation de Chasles permet notamment de découper les intégrales afin de gérer des questions de signe, comme
I'illustre 'exemple qui suit.

Exemple 8
1 0 1 0 1 2710 27! 2 2 2 2
-2 1
/ |x|dx:/ |x|dm+/|x|dm:/ —xdx—l—/xdx:—[x] +[x] ——<0—( )>+—0:5.
Ly . 0 Y 0 2|, 2], 2 2 2 22
Corollaire 9 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et (a,b) € I2.

/aaf(gc)dw=0 et /abf(x)dm=—/baf(:1c)dx.

2.3 Intégration vs inégalités

¥ ArTENTION ! & Pour toutes les propriétés liant intégrales et inégalités, les bornes a et b des intégrales doivent

étre ordonnées : | a<b

Théoréme 10 - Inégalité triangulaire.  Si f une fonction continue sur un intervalle I et a,b € I tels que a < b

alors , ,
| t@ds) < [ (15w

Théoréme 11 - Positivité.  Si f est une fonction continue et POSITIVE sur le segment [a;b], avec a < b, alors

/bf(x)deO.

On déduit de cette propriété de positivité de I'intégrale la propriété de croissance suivante.

Corollaire 12 - Croissance.  Soit f et g deux fonctions continues sur le segment [a;b], avec a < b.
b b
Si, pour tout z € [a;b], f(z)<g(xz) , alors / flx)da < / g(x)dx.
a a

Ce dernier résultat permet notamment d’encadrer la valeur d’une intégrale a priori, i.e. sans la calculer explicitement.

3
Exemple 13 3< / e dr < 3¢°.
0

. 2, . 2 2 2
En effet, la fonction x — e® étant croissante sur R, pour tout x € [0;3], 1 = e” < e® < &3

croissance de l'intégrale,

= ¢, Ainsi, par

3 3 3 3 3
/ ldacg/ " dm</ ddz = [a:]gs/ e dr < e [a:]g = 3</ e dr < 3e”.
0 0 0 0 0
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2.4 Intégration par parties

Théoréme 14 - Formule d’intégration par parties.  Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et
telles que leurs dérivées u’ et v’ soient continues sur I. Pour tous réels a,be I,

Démonstration. Cette formule découle directement de la régle de dérivation d’un produit :

b

b b b

/ o' (z)v(z) de + / u(z)v'(x)dr = / (v (z)v(z) + u(z)v'(z)) dz = / (w) (z) dax = [u(z)v(z)]’.
b

L’intérét de la formule d’intégration par parties est donc de passer de lintégrale / o' (x)v(z) dz a Pintégrale

b
/ u(z)v'(z) dz, en espérant que le calcul de cette derniére soit plus facile a effectuer.
a

1
Exemple 15 / tetdt = 1.
0
w'(t) =e wu(t)=e

v(t)=t V(t)=1"
ainsi, par intégration par parties,

1 1
/ tetdt:[tet]é—/ etdt:e—O—[et]é:e—(e—l):
0 0

En effet, en posant les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1] et «’ et v’ continues sur [0;1],

e 2 1
Exemple 16 / tintdt = ¢ Z .
1

W)=t ut)=
o(t) =Int V(t) =
[1;e], ainsi, par intégration par parties,

e 1 e et2 1 2 1 e 2 1 t29 2 1 2 1 2 1
/tlntdt: —t?Int| — —xfdt:e——O—f/tdt:e——f | R (L
1 2 o2t 2 2 /i 2 202, 2 2\2 2 4

2.5 Fonction définie par une intégrale

1
En effet, en posant ’ 2", les fonctions u et v sont dérivables sur [1;e] et u’ et v’ continues sur
t

Théoréme 17 - Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. La fonction F' définie sur I par

Pz) - / (1) dt

est dérivable sur I et, pour tout = € I, F'(z) = f(x). Autrement dit, F' est une primitive de f sur I.

a
Précisément, F' est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a. En effet, F'(a) = / f(z)dz = 0.
a

L’esprit de la preuve de ce théoréme est a retenir, comme nous le montrera ’exemple qui la suit.

Démonstration. La fonction f étant continue sur I, elle admet une primitive G sur I. On a alors, par définition de
Pintégrale, F(z) = G(x) — G(a). F est donc une fonction dérivable sur I, G 'étant, et F'(z) = G'(z) — 0 = f(x), pour
tout x € I. [
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2z
A1
sur R, alors, pour z € R, H(z) = F (2?) — F(1).

est dérivable sur R et, pour z € R, H'(z) =

)_/Iz dt
1 V241

En effet, soit F' une primitive de la fonction continue f : ¢t —

Exemple 18 La fonction définie par H (z
1
V2 +1

Par opérations, H est donc dérivable sur R et, pour =z € R,

2z _ 2x
\/(x2)2 1 Vatsl

H'(z) = 22F' (2*) — 0 = 2z f (2?) =

xr
Remarque 19 - Retrouver une primitive de In. z +—— / Int¢ d¢ est une primitive de In sur |0; +oo[ et, pour un réel

1
x > 0, on peut calculer cette intégrale a ’aide d’une intégration par parties.
u(t)=1 u(t)=t
o(t) =Int V'(t) =1
ainsi, par intégration par parties,

En effet, en posant les fonction u et v sont dérivables sur [0;x] et u’ et v’ continues sur [1; ],

T x 1 xT
/ lntdtz[tlnt]'f—/ tx;dt:a:lnx—O—/ ldt =zlnz — [t] =zlnz— (z—1)=zhz—z+1.
1 1 1

3 Interprétation en termes d’aire

Historiquement, le concept d’intégrale d’une fonction a été introduit pour
calculer des aires. Précisément, si f est une fonction continue et POSITIVE
sur un segment [a;b], avec a < b, alors Yy

/abf(a:)d:c

est définie a l'origine comme l'aire &/ de la surface délimitée par la courbe
¢y de f, 'axe des abscisses (Ox) et les droites verticales d’équations z = a
et z =b.

4  Application aux variables aléatoires a densité

Parmi les lois usuelles finies, nous avons introduit la loi uniforme sur un intervalle d’entiers % ([a ; b]), avec a,b € Z.

Rappelons que pour une variable aléatoire X — % ([a;0]), P(X = k) = , pour tout k € Ja;b] — cette loi

modélise une situation d’équiprobabilité pour laquelle chaque entier comprig enfclrg(% et b a la méme probabilité d’étre
la valeur prise par X.

On peut généraliser cette modélisation en s’intéressant a une variable aléatoire X qui prend ces valeurs non plus
parmi des entiers mais parmi n’importe quel réel d’un intervalle [a;b], avec a < b, X désigne alors un réel « choisi au
hasard » dans [a;b]. Dans ce contexte, 'événement (X = k), avec k € [a;b], est de probabilité nulle. En revanche,
on peut s’intéresser a la probabilité de 'événement (¢ < X < d) = (X € [¢;d]), pour ¢,d € [a;b], autrement dit la
probabilité que X prenne ses valeurs dans l'intervalle [c¢;d] < [a;b]. Naturellement, pour la loi uniforme sur [a;b],
afin de traduire une situation d’équiprobabilité, cette probabilité est proportionnelle & la longueur de Uintervalle [c¢; d]
relativement a 'intervalle [a ; b], soit

1
dt

_ d
Plc<X <d) = :/ 4t

On appelle alors l'intégrande t — une densité de probabilité de la variable aléatoire X et c’est cette fonction

—a

qui définit la loi de X, via un calcul d’intégrale.
Ce formalisme peut paraitre légérement artificiel dans le contexte simple de la loi uniforme sur [a;b]. Il s’avéra en
revanche profondément fécond lorsque vous étudierez les variables aléatoires a densité I’an prochain, e.g. la loi normale

1 -
de parameétres p et o de densité ¢t — 5 em 2557
oV2m

R. Basson - Lycée Turgot 4


https://maths-turgot.pagesperso-orange.fr
https://www.ac-paris.fr/serail/jcms/s2_271354/accueil

	Intégrale d'une fonction
	Propriétés de l'intégrales
	Linéarité de l'intégrale
	Relation de Chasles
	Intégration vs inégalités
	Intégration par parties
	Fonction définie par une intégrale

	Interprétation en termes d'aire
	Application aux variables aléatoires à densité

