Mathématiques Lycée Turgot
M"™ HEMON Chapitre 7 ECT1 - S2 2022 /2023

Intégration

Exercice Calculer les intégrales suivantes :

1(2 y 1, . 2y . 242 43 . 2 g
1. z° — 5)dx 2. —(1 —2)dzx 3. t 4. — — t 5. 3e**dx
/, [ samme s [ma e [(5-5) J

2 2 3 3 2 2
3x t r+1
6. L 7. —dt . 1=2t g 9. / d 10. / d
/0 R /1 — /1@ () @ [ uvia

Exercice Calculer les intégrales suivantes :

Qo

3 1 2 1 10
2
1. / r+2)dx 2. / 2z 4+ 1)(x —5) dx 3. / t3 — 2t) dt 4. / 4/t dt 5. dx
wt2) | ranE-9) ) 0 e
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Exercice Exprimer les intégrales suivantes en fonction du parametre a € R présent :

1 a 2 e® 2
. : 1
1. / ae’*2dx 2. / geﬂ”zdw 3. / uvu? +adu 4. / —dt 5. / t*(1+1¢)dt
0 0 e 0

—1 tint

Exercice E Exprimer les intégrales suivantes en fonction du parametre n € N présent :

1 n 2 4 n —nt 1
t n et —e Int
1. 2 In(z") d 2. —dt 3. —d 4. —dt 5. — dt
/ 7+ In(a") do /0 t+1 /1 wnt /1 2 L 2

2z sizx <1

(z+1)?

3 s1mon

Exercice On définit une fonction f sur R par: f(z) = {

1. Etudier la continuité de f sur R.

1 3
2. Calculer les valeurs de / f(z) dx ainsi que de / f(z) dx
—1 1

3
3. En déduire la valeur de / f(x) dz
-1

sit <0

. . 1
Exercice E On définit une fonction g sur R par: g(t) = { 3,-1t sinon
Z 5

+

=

1. Etudier la continuité de g sur R.

0 5
2. Calculer les valeurs de / g(t) dt ainsi que de / g(t) dt
-3 0
5
3. En déduire la valeur de / g(t) dt

-3

Exercice Démontrer 1’existence et 1’unicité de la primitive F' s’annulant en 1 de la fonction f : ¢ — ¢2 In ¢ définie sur R%.
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Exercice Démontrer ’existence et I’unicité de la primitive ' s’annulant en O de la fonction f : t — 2te~*/? définie sur R.

Exercice @ Soient a et b deux réels donnés. Pour z € R, on pose F(x) = (az + b)e?®.

1. Justifier que F' est dérivable sur R.
2. Déterminer, en fonction de a et b, ’expression de F’ (). On notera f la fonction F” par la suite.

3. Justifier que f(x) peut s’écrire sous la forme (ax + 3)e?* ol v et 3 sont des constantes 2 expliciter en fonction de a
etbh.

4. Exprimer les constantes a et b en fonction de « et 3.
5. Applications :

(a) Déterminer une primitive de la fonction définie sur R par : f(z) = (4x + 3)e*
3

(b) Calculer la valeur exacte de / (5 — 2x)e** dx
—2

Exercice Soient a, b et ¢ trois réels donnés. Pour z € R, on pose F(z) = (ax? + bz + c)e*.

1. Justifier que F’ est dérivable sur R.
2. Déterminer, en fonction de a, b et ¢, I'expression de F”(z). On notera f la fonction F’ par la suite.

3. Justifier que f(z) peut s’écrire sous la forme (az? + Bz + v)e™® ou a, 3 et «y sont des constantes a expliciter en
fonction de a, b et c.

4. Exprimer les constantes a, b et ¢ en fonction de «, 3 et 7.
5. Applications :

(a) Déterminer une primitive de la fonction définie sur R par : f(z) = (2% — 3z + 1)e™*
2

(b) Calculer la valeur exacte de / (2 — 32%)e " dx
~1

Exercice Encadrer les intégrales suivantes a I’aide des valeurs minimales et maximales de la fonction intégrée :

3 1 1 dt 3 2/2 4 \/ 4 2
1. — dx 2. / 3. / e~ /24y 4. /e tdt 5. /7dt
/1 1+ 22 0o V2+1¢2 A —1 2 p 143t

Remarque : Des encadrements bien plus fins peuvent étre obtenus par la méthode des rectangles au moyen de Scil.ab. Voir
le TP correspondant.

Exercice Encadrer les intégrales suivantes a I’aide des valeurs minimales et maximales de la fonction intégrée :

1 P 1 d 2 Pt 3 i 22 g 4 ! Vg 5 P 1 d
. P——— . . T . t . — dt
[ st A /_; VieP fea /f [ v

Remarque : Des encadrements bien plus fins peuvent étre obtenus par la méthode des rectangles au moyen de Scil.ab. Voir
le TP correspondant.

Exercice Etablir, & I’aide d’une intégrale, I’encadrement j_ 1
T

<In(l+z) <z pourz >1

1 1
Exercice Etablir, a I’aide d’une intégrale, I’encadrement Nﬁ <Vzr+l-y/xz< m pour z > 0
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Exercice On définit la fonction f sur [0; 1] par f(z) = 26 .
—z

1
Le but de I’exercice est d’obtenir un encadrement de I’intégrale I = / f(x) dz que I’on ne cherchera pas a calculer
0

directement.

| —

1
1. Etablir que, pour tout z € [0; 1] ona — < f(z) <
e

2. On définit les intégrales .J et K par :

1 1
J:/O 2+z)e Cde K:/O 22 f(z) dx

(a) Etablirque J =3 —4e™ !

1 1
(b) Démontrer que — < K < —

e 6
(c) Vérifierque J + K =41

3. A partir de I’étude qui précede, déterminer un encadrement de I et vérifier que son amplitude est inférieure a 0, 02.

Exercice Le but de I’exercice est de calculer les valeurs des trois intégrales :

R U 2?de !
I:/Oi\/m ; J:/Oi\/m ; K:/O\/HCQ-i-ldx
1. On définit la fonction f sur [0; 1] par f(z) = In (z + V22 +1).
(a) Vérifier que f est définie, dérivable sur [0; 1] en déterminer I’expression de f/(z).
(b) En déduire la valeur exacte de I

2. Justifierque I +J = K

3. Etablirque K =2 —J

4. Conclure quant aux valeurs de chacune des trois intégrales.

Exercice Divergence et majoration de la série harmonique

On appelle somme harmonique la suite H,, définie pour n > 1 par: H,, = —

1. Soitn € N* fixé et k vérifiant 1 < k < n. Etablir que :

2. En déduire que, pour toutn € N* on a:
H,4y1-1<Iln(n+1)<H,

3. Démontrer alors que (H,,),>1 admet +oo pour limite.
On dit ainsi que la série harmonique diverge (ce vocable sera introduit en ECT-2)

4. Etablir que Vn > 1 H,, < /n + 1. On pourra étudier la fonction ¢(x) = /z — Inz sur [1; +00]

5. Vérifier que, a partir d’un certain rang ng, on a H,, < /n.

1
Exercice On définit la suite (1,,)nen par: I, = / x"e” " dx avec convention 20 = 1 sur [0; 1]
0
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1. Calculez Ij et I

2. Démontrer que, pour toutn > lonal, > I,
3. En déduire que la suite (I, ),en converge.
4. Déterminer lim I,

n—-+o0o

2
e—a:

1+zx

1
Exercice Le but de I’exercice est d’encadrer I'intégrale I = / dx. On ne cherchera pas a déterminer de primitive
0

de la fonction intégrée.
1. Etablir que, pour toutréel z € [0;1]Jonal —z <e * <1—z+ 9”—22
2. Ecrire alors un encadrement de ¢~ pour z € [0;1]
3. En déduire que :
—a® 4

e
<l-z+ o
I T s

Vee0;1] 1—-xz<

4. A T’aide de la division euclidienne de X* par 1 + X, établir enfin I’encadrement :

Exercice On définit une suite d’intégrales (I,,),¢en par I,, = / (Inz)™ dx avec convention Iy = / dzx.
1 1

. Calculez Iy et I3

. Pour x €]1; e[ et n € N, vérifier que (Inx)"” — (Inz)"*1 >0

. En déduire les variations puis le signe de la suite (I,;)nen

. Etablir la relation de récurrence 1,11 = e — (n + 1)1, pourn € N

. Démontrer que Vn € N (n + 1)I,, < eeten déduire lim I,.

n—-+o0o

. Quelle est la valeur de nl,, + I,, + I,,41 en fonction de n € N ? Calculez alors 1i1;r_1 nil,
n——+0oo

AN A WD =

Exercice D’apres ESCP - 2012

1
On considere la suite (u,, ),y définie par ug = / VvV1+tdtet:
0

1
Vn>1 un:/ t"V1+tdt
0

1. A partir de la dérivée de la fonction ¢ — (1 + ¢)3/2, déterminer la valeur de

2
2. Etablir que I’on a, pour tout n € N, I’encadrement 0 < u,, < \fl
n

3. Démontrer que (uy,)nen st convergente et déterminer sa limite.

4. A l’aide d’une intégration par parties, établir que :

44/2 2 !

Vn € N* upqq = Tf - g(n+1)/ (" + "I+t dt
0

4v2 = 2(n + 1u,

2n+5
Etablir alors le rapprochement avec 1’une des études de la feuille de TD 17 et comparer les deux approches.

5. En déduire que (u,)nen Vérifie la relation de récurrence u, 1 =
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