ECT1 - Mathématiques

Théme 4 - Analyse - cours n°2 : généralités sur les fonctions

1. Premieres définitions et vocabulaire

1.1. Définitions

Définition 1
(1) Une fonction numérique f est un procédé qui a un nombre réel x associe au plus un nombre réel,
noté f(x) lorsqu’il existe, appelé image de x par f. On note :

fR— R

x = f(x)

(2) Lensemble des réels x admettant une image par une fonction numérique f s’appelle ’ensemble
de définition de f. On le note souvent Dy.
(3) On dit qu'une fonction est une application lorsque son ensemble de départ et son ensemble de
définition sont égaux. (Autrement écrit, une fonction f est une application lorsque, pour tout élément
x de l'ensemble de départ de f, f (x) est bien défini).

Exemple 1
(1) Lensemble de définition de la fonction inverse f: x = iest R*, lensemble de définition de la

fonction racine carrée g: x — x est R* = [0; +oo].

(2) Lensemble de définition de la fonctionu: R — R est R\{1; -3},

3x3+4x-7

2x%24+4x-6

puisque la fonction trinéme du second degré x — 2x? + 4x — 6 admet les deux racines réelles
distinctes 1 et —3.

Lensemble de définition de la fonction v: Rt — R estalors R\{1},

3x3+4x-7

2x2+4x—6

x— u(x) =

x—v(x) =
Puisque ’ensemble de départ de v est R* et non plus R.
(3) Lafonctiont:R — R est une application,
x—tlx) =-2x>+x+6
puisque son ensemble de définition est égal a son ensemble de départ R.

Définition 2
Soit f une fonction numérique d'ensemble de définition Ds, x unréelde Dy ety un réel.
Si f(x) =y, leréel x est appelé un antécédent de y par f.

Exemple 2
(1) Limage de —2 par la fonction inverse est égale a — % puisque f(—2) = iz = —%; Uimage de 1 par la

fonction racine carrée est égale a 1 puisque g(1) = V1=1.

(2) Les réels —/2 et /2 sont les antécédents de 2 par la fonction carré (c’est-a-dire la fonction h
définie sur R par h(x) = x2). En effet ...

(3) Le réel —3 n’admet aucun antécédent par la fonction racine carrée. En effet ...




Remarque 1

(1) Par une fonction, un nombre réel peut admettre un, plusieurs ou aucun antécédent. Par contre,
par définition, 'image d’un réel par une fonction est unique !

(2) Pour calculer U'image d’un réel a par une fonction f, il suffit de remplacer la variable x par a.

(8) Par contre, pour déterminer le(s) antécédent(s) éventuel(s) d’un réel b par une fonction f, il faut
résoudre 'équation f(x) = b.

1.2. Courbe représentative

Définition 3
On appelle courbe représentative d’une fonction numérique f, ce que U'on note souvent Cy,
’ensemble des points du plan P (muni d’un repére) de coordonnées (x; f(x)), oux € Dy.
C’est-a-dire :

Cr ={M(x; f(x)) € P,x € Dy}

Exemple 3
La courbe représentative dans un repere orthonormé de la fonction numérique k, définie sur

Uintervalle [—2; 3] par k(x) = x?, est donnée sur le graphique ci-dessous :

Remarque 2
Soient x et y deux réels et M(x; y) un point du plan. Avec les notations de la définition précédente, on
a:

M(x;y) € Cr & (x € Drety = f(x))
Légalité y = f(x) est appelée équation cartésienne de la courbe représentative de f, ce que l'on
note :

Criy = f(x)




2. Propriétés des fonctions

2.1. Fonctions paires, impaires

Définition 4

Soit f une fonction numérique définie sur Dy .

(1) La fonction f est dite paire lorsque, pour tout réel x de Dy, —x € Dy et f(—x) = f(x).

(2) Lafonction f est dite impaire lorsque, pour tout réel x de Dy, —x € Dy et f(—x) = —f(x).

Proposition 1
Soient f une fonction numérique et Cr sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O; 1,7) du

plan.
(1) La fonction f est paire si, et seulement si, Cr est symétrique par rapport & 'axe des ordonnées
;.

(2) La fonction f estimpaire si, et seulement si, Cr est symétrique par rapport a Uorigine O du repére.

Remarque 3
Avec les notations de la définition précédente, avant d’examiner le nombre f(—x), il est nécessaire de

vérifier que ’'ensemble de définition est bien centré en zéro (c’est-a-dire, pour tout réel x de de Df,

Exemple 4
(1) La fonction carré h est paire sur R et la fonction inverse f estimpaire sur R*. En effet ...
Ceci est bien confirmé géométriquement :
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(2) La fonction racine carrée n’est ni paire ni impaire, puisque son ensemble de définition n’est pas
centré en zéro.

2.2. Fonctions monotones

Définition 5
Soit f une fonction numérique, Dy son ensemble de définition et I un intervalle inclus dans Dy.
(1) On dit que f est croissante sur Uintervalle I lorsque :
V(a;b) €1%,a < b= f(a) < f(b)
(2) On dit que f est strictement croissante sur Uintervalle I lorsque :
V(a;b) €1%2,a < b = f(a) < f(b)
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(3) On dit que f est décroissante sur Uintervalle I lorsque :

V(a;b) € I?,a < b = f(a) = f(b)
(4) On dit que f est strictement décroissante sur Uintervalle [ lorsque :

V(a;b) €1%,a< b= f(a) > f(b)
(5) On dit que f est constante sur Uintervalle I lorsque :

dceRVxeELf(x)=c

(6) On dit que f est monotone (respectivement strictement monotone) sur Uintervalle I lorsque f est
croissante (respectivement strictement croissante) sur I ou ( ou exclusif) f est décroissante
(respectivement strictement décroissante) sur I.

Exemple 5
(1) On consideére ci-dessous la courbe représentative, dans un repéere orthonormé du plan, d’'une

fonction numérique f définie surR:

Cr

On constate alors que f est strictement décroissante sur Uintervalle | — oo0; —2] ; f est décroissante
sur Uintervalle | — oo; 3] ; f est strictement croissante sur Uintervalle [3; +oo[ ; f est croissante sur
Uintervalle [—2; +oo[ et f est constante sur Uintervalle [—2; 3].
On peut résumer toutes ces informations dans le tableau des variations de f :

x —0 -2 3 + o

variations de f \ /
3 53

(2) La fonction carré est strictement décroissante sur R~ et strictement croissante sur R*.
(3) La fonction inverse est strictement décroissante sur R*~ , strictement décroissante sur R**, mais
pas strictement décroissante sur R*. En effet ...

Remarque 4

(1) Lorsqu’une fonction est monotone sur un intervalle I, elle peut trés bien étre constante sur un
intervalle J inclus dans I. En revanche, lorsqu’une fonction est strictement monotone sur un
intervalle I, elle ne peut plus y étre constante !

(2) Lorsqu’une fonction est strictement monotone sur un intervalle I, on peut a fortiori dire qu’elle est
monotone sur I, ce qui est exacte d’un point de vue logique mais moins précis.

(3) Le sens de variation d’'une fonction est intrinseque a un intervalle : dire par exemple qu’ « une
fonction est croissante », sans dire sur quel intervalle, n’a aucun sens !




2.3. Fonctions minorées, majorées, bornées

Définition 6
Soit f une fonction numérique, Z)f son ensemble de définition et D un sous-ensemble de Df.
(1) On dit que f est majorée sur D lorsque:
IMeERVXED,f(x) <M
Dans ce cas, ce réel M est appelé un majorant de f sur D.
(2) Ondit que f est minorée sur D lorsque :
ImeR,Vx €D, f(x)=m
Dans ce cas, ce réel m est appelé un minorant de f sur D.
(3) On dit que f est bornée sur D lorsqu’elle est a la fois minorée et majorée sur cet intervalle.

Exemple 6
2
Démontrons que la fonction f définie sur R par f(x) = x§+1

2.4. Signe d’une fonction

Définition 7 (signe d’une fonction)
Soit f une fonction numérique, Df son ensemble de définition et D un sous-ensemble de Df.
(1) On dit que f est positive ou nulle sur D lorsque :
Vx €D, f(x)=0
(2) On dit que f est strictement positive sur D lorsque :
Vx €D, f(x)>0
(3) On dit que f est négative ou nulle sur D lorsque :
Vx €D, f(x) <0
(4) On dit que f est strictement négative D lorsque :
Vx €D, f(x) <0
(5) On dit que f est nulle sur D, ou égale a la fonction nulle sur D, lorsque :
Vx €D, f(x)=0

Exemple 7
On considere ci-dessous la courbe représentative, dans un repere orthonormé du plan, d’'une

fonction numérique f définie sur Uintervalle | — oo; 3] :

\//

VZ i
At

On remarque que f s’annule en —1,5; —0,5; 0,5 et 2.

Elle est positive ou nulle sur les intervalles | — o; —1,5],[—0,5; 0,5] et [2; 3].

Elle est strictement positive sur les intervalles | — o0; —1,5[,] — 0,5; 0,5[ et ] 2; 3].
Elle est négative ou nulle sur les intervalles [—1,5; —0,5] et [0,5; 2].
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Elle est strictement négative sur les intervalles | — 1,5; —0,5[ et ]0,5; 2[.
Pour résumer ces informations, on peut dresser le tableau de signes de la fonction f sur son
ensemble de définition :

X —0o0 —-1,5 —-0,5 0,5 2
signe de f(x) + 0 - O + 0 — 0 +

3
1

Remarque 5
(1) D’un point de vue géométrique, une fonction f est positive ou nulle (respectivement strictement

positive) sur D, si et seulement si, sa courbe représentative est située au-dessus ou sur
(respectivement strictement au-dessus de) de l’axe des abscisses sur cet ensemble.

De méme, une fonction f est négative ou nulle (respectivement strictement négative) sur D, si et
seulement si sa courbe représentative est située en dessous ou sur (respectivement strictement en
dessous de) de l’axe des abscisses sur cet ensemble.

(2) Le signe d’une fonction est intrinséque a un ensemble D : dire par exemple que « la fonction f est
positive ou nulle », sans dire sur quel ensemble, n’a pas de sens !

2.5. Extrema globaux, locaux

Définition 8
Soit f une fonction numérique, Dr son ensemble de définition et D un sous-ensemble de Dy.
(1) On dit que f admet sur D le maximum global de f(a) atteinten a, lorsqu’il existe un réel a de D
telque:
Vx €D, f(x) < f(a)
(2) Ondit que f admet sur D le minimum global de f(b) atteint en b, lorsqu’il existe un réel b de D tel
que:
Vx €D, f(x) = f(b)
(3) Ondit que f admet sur D le maximum local f (a) atteint en a, lorsqu’il existe un réela de D etun
intervalle ouvert I centré en a, tels que :
vxeDNI f(x) < f(a)
(4) On dit que f admet sur D le minimum local f(b) atteint en b, lorsqu’il existe unréel b de D et un
intervalle ouvert I centré en b, tels que :
VxeDnNI f(x)=f(b)
(5) On dit que f admet sur D un extremum global (respectivement local) lorsqu’elle admet sur D un
minimum global (respectivement local) ou un maximum global (respectivement local).

Exemple 8
(1) On considere ci-dessous la courbe représentative, dans un repére orthonormé du plan, d’'une

fonction numérique f définie sur Uintervalle [—1; 10] :




Elle admet sur cet intervalle le maximum de 1 atteint en 2 et le minimum de —1 atteinten 7.
(2) On consideére ci-dessous la courbe représentative, dans un repéere orthonormé du plan, d’'une
fonction numérique g définie surR:

SurD, = R, lafonction g admet le maximum global de 0,6 atteint en 0, le minimum local de 0 atteint
en —0,5, mais pas de minimum global.

Sur Uintervalle | — o0; —0,5], la fonction g admet le minimum global de 0 atteint en —0,5, mais
n’admet pas de maximum (a cause de 'asymptote horizontale d’équation y = 0,5). En revanche elle
est majorée par 0,5 sur cet intervalle.

(3) On considere ci-dessous la courbe représentative, dans un repére orthonormé du plan, d’'une
fonction numérique h définie sur | — o0; 3,5] :

Sur son ensemble de définition, la fonction h n’admet pas de minimum, en revanche :
. . 3 1 .5
- elle admet le maximum global de 4 atteinten — 35 et >3

- elle admet le maximum local de 1 atteinten —6;
- elle admet le minimum local de —1 atteinten —4 ;
- elle admet le minimum local de 2 atteint en —% ,%et%.

Remarque 6
Avec les notations des définitions précédentes :

(1) Si on parle d’'un extremum de f sur D sans préciser (local ou global ?), il s’agit par défaut d’'un
extremum global.

(2) La notion d’extremum pour f est intrinseéque a un ensemble D : dire par exemple que « la

fonction f admet le maximum de 2 », sans dire sur quel ensemble, n’a pas de sens !

(3) La fonction f peut étre majorée (respectivement minorée) sur D sans y admettre de maximum
(respectivement de minimum) !

(4) Lorsque f est majorée (respectivement minorée) sur D, elle admet une infinité de majorants
(respectivement de minorants). Par contre, le maximum (respectivement le minimum) de f sur D, s’il
existe, est unique !



(5) Le maximum (respectivement le minimum) de f sur D peut étre atteint en plusieurs réels.

(6) Pour qu’un majorant M (respectivement un minorant m) de f sur D soit le maximum
(respectivement le minimum) de f sur D, il suffit qu’il soit atteint, c’est-a-dire qu’il existe un réel a de
D telque M = f(a) (respectivement tel que m = f(a)).

(7) Tout extremum global de f sur D est a fortiori local. La réciproque est bien entendu fausse.

3. Opérations sur les fonctions

3.1. Opérations usuelles

Définition 9

Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble D.

(1) On appelle somme des fonctions f et g, ce que U'on note f + g, la fonction définie D par:
(f+9)x) = fx) +g(x)

(2) On appelle produit des fonctions f et g, ce que 'on note f X g, la fonction définie sur D par:
(f xg)(x) = f(x) X g(x)

(3) Si g ne s’annule pas sur D, on appelle inverse de g, ce que l'on note i, la fonction définie sur D

par:
() ®=7
f

(4) Si g ne s’annule pas sur D, on appelle quotient de f par g, ce que 'on note;, la fonction définie

-2

gx)
(5) Avec k € R, on appelle produit de f par le réel k, ce que U'on note k. f, la fonction définie sur D

par:

surD par:

(k. f)(x) = k X f(x)

Exemple 9
(1) La fonction f définie sur R par f(x) = x%+/x est le produit de la fonction carré par la fonction
racine carrée.
(2) La fonction g définie sur R** par g(x) = x—\/f est le quotient de la fonction racine carrée par la
fonction cube.
(3) La fonction h définie sur R* par 2 — %est la somme de la fonction constante égale a 2 et du produit
de lafonction inverse par le réel —3. En effet :

Vx € R*, h(x) = 2+ (=3) xi




3.2. Composition de fonctions

Définition 10

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur des intervalles I et ] respectivement, avec :
vxel f(x) €]

La composée de la fonction f par la fonction g, notée g o f, est la fonction définie sur [ par:

(g ) =g(f(x)

Illustration :

Exemple 10
(1) Soient les fonctions f et g définie sur R par f(x) = x? + 5et g(x) = 2x — 3.
La fonction g o f est alors définie sur R par:
(Ge N =g(f(x) =gx*>+5) =2(x*+5) —3=2x>+7
La fonction f o g est par contre définie sur R par:
(Fog)x) =f(g(x) =fx—3)=(Q2x—3)>+5=4x>—12x + 9+ 5 = 4x? — 12x + 14
(2) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = —x + 5, ainsi que la fonction racine carrée g
définie sur [0; +oo[ par g(x) = Vx.
La fonction g o f est alors définie sur| — oo; 5] (car—x+5> 0 5 > x) par:
(g N =g(f(x) = g(=x+5) =V—x+5

La fonction f o g est par contre définie sur [0; +oo| par :

Feog)®) =f(g) =rf(Vx)=—Vx+5

Remarque 7
(1) De maniere générale, comme on a pu le constater dans ’'exemple précédent, f e g # go f.

(2) On note également, par exemple, \/E, g% g3 et|g|, les composées de la fonction g par,
respectivement, la fonction racine carrée, la fonction carré, la fonction cube et la fonction valeur
absolue.




