ECT1 - Mathématiques

Théme 5 - Analyse - cours n°3 : fonctions de référence

1. Fonctions usuelles

1.1. Fonctions puissances entieres positives

1.1.1. Fonction carré

Définition 1

La fonction carré est la fonction f définie sur Dy = R par f(x) = x2.

Dans un repere orthogonal du plan d’origine O, sa courbe représentative Cr est une parabole de
sommet O et d’axe de symétrie 'axe des ordonnées.

Courbe représentative :

Proposition 1
(1) La fonction carré f est paire sur R.

(2) La fonction carré f est strictement décroissante sur Uintervalle | — oo; 0] et strictement
croissante sur Uintervalle [0; +oo[. Voici son tableau de variations :
x —® 0 + o

variations
de \ /
f 0

(8) La fonction carré f admet sur R le minimum de 0 atteint en 0 et n’est pas majorée.
(4) La fonction carré f s’annule en 0 et est strictement positive sur R*. Voici son tableau de signes :
X —0o0 0 + o
signe de f(x) + 0 +
(5) Soit a un réel positifounul. Ona:
x2<ae —Va<x<+a
x2<aoe —VJa<x<+a
x*>aex<—Jaoux >+a
x2>ae© x<—Jaoux>+a




Remarque 1
(1) Le (1) de la proposition précédente estimmédiat puisque Dy = R est symétrique par rapporta 0 et
que :
Vx ER, f(—x) = (=x)* = x* = f(x)
(2) Le (2) de la proposition précédente a pour conséquence, avec a et b deux réels quelconques :
a<bhb<0=>a?2>b2>0
0<a<b=0<a?<b?
(3) Le (4) de la proposition précédente a pour conséquence, avec x un réel quelconque :
x>0
x>0 x#0
x*=0x=0

1.1.2. Fonction cube

Définition 2
La fonction cube est la fonction g définie surD, = R par g(x) = x3.

Courbe représentative :

Cpiy =23

Proposition 2
(1) La fonction cube g estimpaire sur R.

(2) La fonction cube g est strictement croissante sur R. Voici son tableau de variations :
X —00 0 + o

variations
de 0
g

(3) La fonction cube g n’admet sur R aucun extremum (local ou global) et n’est ni minorée, ni
majorée.
(4) La fonction cube g s’annule en 0, est strictement négative sur Uintervalle | — oo; O] et strictement
positive sur Uintervalle ]0; +oo[. Voici son tableau de signes :

X —00 0 + o
signe de g(x) — 0 +




Remarque 2
(1) Le (1) de la proposition précédente estimmediat puisque Dy = R est symeétrique par rapport a 0 et
que:
Vx € R, g(—x) = (—x)° = —x° = g(x)
On en déduit que C, est symetrique par rapport a Uorigine O du repere.
(2) Le (2) de la proposition précédente a pour conséquence, avec a et b deux réels quelconques :
a<b=ad<hb?
(3) Le (4) de la proposition précédente a pour conséquence, avec x un réel quelconque :
x3<0ex<0
x>0 x>0
x*=0x=0

1.1.3. Généralisation

Courbes représentatives :

Proposition 3
(1) Soit n un entier naturel non nul.

On considére la fonction ¢, définie sur D, = R par ¢, (x) = x". On a alors les résultats suivants :

n pair n impair

parité de ¢, @, est paire sur R @y estimpaire sur R

@, est strictement décroissante
sur | — oo; 0] et strictement

sens de variation de ¢, est strictement croissante sur

. R
Pn croissante sur [0; +oo]
, @, s’annule en 0 est strictement
. @, S’annule en 0 et est o
signe de @, négative sur | — oo; 0[ et

strictement positive sur R*

strictement positive ]0; +oo[

(2) On a également les inégalités suivantes :
Vx €]1; +oo[Vx <x <x?<x3<x*<x®<..
Vx € [0;1],..< x5 <x*<x®<x?<x<+x

Remarque 3
(1) Le premier résultat du tableau du (1) de la proposition précédente estimmeédiat puisque D, = R

est symétrique par rapporta 0 et que :



Vx € R, g, (—x) = (—2)" = { ic"_: @ (x) si.n est pair .
—x™ = —@,(x) sin est impair
(2) Le deuxieme résultat du tableau du (1) de la proposition précédente a pour conséquence, avec a
et b deux réels quelconques:
- sin est pair:
a<b<0=a">b"=0
0<a<b=>0<a"*<b"
-sinestimpair:
a<b=a"<b"
(3) Le troisieme résultat du tableau du (1) de la proposition précédente a pour conséquence, avec x
un réel quelconque :
- sin est pair:
x"=>0
x">0x+0
x"=0x=0
- sin estimpair:
M<0ex<0
x">09x>0
x"=0x=0

1.2. Fonction inverse

Définition 3
La fonction inverse est la fonction h définie sur D, = R* par h(x) = % .

Dans un repere orthogonal du plan d’origine O, sa courbe représentative C, est une hyperbole de
centre de symétrie 0, d’asymptote verticale 'axe des ordonnées et d’asymptote horizontale 'axe
des abscisses.

Courbe représentative :




Proposition 4
(1) La fonction inverse h est impaire sur R*.

(2) La fonction inverse h est strictement décroissante sur Uintervalle | — oo; O[ et strictement
décroissante sur Uintervalle ]0; +oo[. Voici son tableau de variations :
x — 0 +

variations
de \
h

(3) La fonction inverse h n’admet sur R* aucun extremum (local ou global) et n’est ni minorée, ni
majorée. Par contre, elle est majorée par 0 sur | — oo; O] et minorée par 0 sur ]0; +oo[.
(4) La fonction inverse h est strictement négative sur | — oo; O[ et strictement positive sur ]0; +oo].
Voici son tableau de sighes :

X —00 0 + o
signe de h(x) — || +

Remarque 4
(1) Le (1) de la proposition précédente estimmédiat puisque D, = R* est symétrique par rapporta 0
etque:

Vx € R h(—x) === —2=—h(x)

—-X X
(2) Le (2) de la proposition précédente a pour conséqguence, avec a et b deux réels non nuls

quelconques:

1 1
a<b<0=>=>-=
a b

O<a<b=1i>2
a b
(3) Le (4) de la proposition précédente a pour conséquence, avec x un réel non nul quelconque :
x<0©-<0

1
X>O@;>O

1.3. Fonction racine carrée

Définition 4
La fonction racine carrée est la fonction k définie sur D, = [0; +oo[ par k(x) = Vx .

Courbe représentative :

3 ck:y=\/;

-2 =10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12




Proposition 5
(1) La fonction racine carrée k n’est ni paire ni impaire.

(2) La fonction racine carrée k est strictement croissante sur Uintervalle [0; +oo[. Voici son tableau
de variations :

X 0 + oo

variations
de
k 0

(8) La fonction racine carrée k admet sur [0; +oo[ le minimum de 0 atteint en 0 et n’est pas majorée.
(4) La fonction racine carrée k s’annule en 0 et est strictement positive sur ]|0; +oo[. Voici son
tableau de signes:

X 0 + oo
signe de k(x) 0 +
(5) Soit a un réel positifounul. Ona:

Vi<ae 0<x<a?
Vx<ae0<x<ad?
Vx>aex>a?
Vx> ae x> a?

Remarque 5
(1) Le (1) de la proposition précédente est immédiat puisque D), = [0; +oo[ n’est pas symétrique par
rapporta 0.
(2) Le (2) de la proposition précédente a pour conséquence, avec a et b deux réels positifs ou nuls
quelconques:
0<a<b=0<+a<+b
(3) Le (4) de la proposition précédente a pour conséquence, avec x un réel positif ou nul quelconque :
Vx>0

Vx>0 x>0

Vi=0ex=0
(4) Les propriétés algébriques de la fonction raciné carrée ont été énoncées et exploitées dans le
theme 1.

1.4. Fonction valeur absolue

Définition 5
(1) La fonction valeur absolue est la fonction abs (elle souvent notée comme cela) définie sur
Daps = Rpar:

_(xsix=0
abs(x) = {—x six <0

On note abs(x) = |x]|.
(2) On appelle distance entre deux nombres réels a et b, ce que l'on note d(a; b), le nombre réel
|a — b|.

Exemple 1
(1)Ona|3,2| = 3,2 (puisque 3,2 > 0); |[—1| = 1 (puisque —1 < 0) et |0] = 0 (puisque (0 = 0).
(2) La distance entre les nombres 2 et —1,4 estégale a:

di2;-14)=12-(-14)|=12+1,4| =34 =34
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La distance entre les nombre 2 et 3 est égale a:

d(2;3)=12-3|=|-1]=1
Remarque 6
(1) Puisque |0] = 0, on peut également définir la fonction valeur absolue de la maniére suivante :
_(xsix=0
abs(x) = {—x six <0

(2) Avec les notations de la définition précédente, on a x| = |x — 0| = d(x; 0).

Courbe représentative :

Capsty = |x|

Proposition 6
(1) La fonction valeur absolue abs est paire sur R.

(2) La fonction valeur absolue abs est strictement décroissante sur Uintervalle | — oo; 0] et

strictement croissante sur Uintervalle [0; +oo[. Voici son tableau de variations :
X —00 0 +
variations
de \ /
abs 0

(3) La fonction valeur absolue abs admet sur R le minimum de 0 atteint en 0 et n’est pas majorée.
(4) La fonction valeur absolue abs s’annule en 0 et est strictement positive sur R*. Voici son tableau
de signes:

X —0 0 + o
signe de |x| + 0 +
(5) Soit a un réel positifounul. Ona:
x| =a e x=aoux=-a

x| <ae —a<x<a

x| <ae —a<x<a
x| >a© x < —aoux=>a
x| >a e x < —aoux>a

Remarque 7
(1) Le (1) de la proposition précédente estimmédiat puisque D, = R est symétrique par rapporta 0
et que, pourtoutréel x :

-six = 0,abs(x) = |x| = x = —(—x) = |—x| = abs(—x) (puisque —x < 0);

-six < 0,abs(x) = —x = |—x| = abs(—x) (puisque —x > 0).

En particulier, avec a et b deux réels quelconques, on a d(a; b) = d(b; a). En effet:
d(a;b) = la—b| = |-(a—b)| = |-a+b| = |b—a| = d(b; a)
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(2) Le (2) de la proposition précédente a pour conséquence, avec a et b deux réels quelconques :
a<b<0=]a|>|b|=0
0<a<b=0<|a| <|b|
(3) Le (4) de la proposition précédente a pour conséquence, avec x un réel quelconque :
|x] =0
x| >0 x %0
x| =0 x=0

Proposition 7

Pourtousréelsx ety :

(M x < [x];

(2) |x|? = x?;

(3) lxyl = Ix| x [yl ;
|x|

(4) m ,

(5) Pour tout entier naturel n, |x™| = |x|™ ; avec x # 0, pour tout entier négatif ou nuln, |x™| = |x|™;

(6) |x + y| < |x| + |y| avec égalité si, et seulement si, x et y ont le méme signe (cette inégalité est

connue sous le nom d’inégalité triangulaire).

4) Avecy # 0, |§| =

Exemple 2
(1) Résoudre les égquations et inéquations suivantes dans R :

(E):lx—=3|1=1,6;(Ey):|lx+1]|=-2;(E3):|lx+ 1|+ |x—1] =4;):|5 — x| <2,3;
(IL):12x— 1] = 6;(I3):|x?—1| < 8
(2) On pose, pour tout réel x, f(x) = |x| — |x — 4|. Représenter la fonction f dans un repére
orthogonal du plan.

1.5. Fonctions affines

Définition 6
(1) Une fonction ¢ est dite affine sur un intervalle I, lorsque son expression analytique sur [ est de la
forme ¢p(x) = mx + p, oum et p sont deux nombres réels fixés.
(2) Une fonction est dite linéaire sur I lorsqu’elle est affine sur I avec p = 0. On a alors :

vx €I, ¢p(x) = mx
(3) Une fonction est dite constante égale a p sur I lorsqu’elle est affine sur/ avecm = 0.0Ona
alors:

vxel,p(x)=p

Exemple 3
La fonction x — +/3x —Eest affine sur R, la fonction x — —5x estlinéaire sur R, et la fonction

x +— 6 estconstante égale a 6 sur R.

Remarque 8
(1) Sauf dans le cas d’une éventuelle restriction apportée par 'énoncé ou d’une fonction affine par

morceaux (cf. exemple 2 (2) précédent), les fonctions affines sont généralement définies sur I = R.
(2) Les fonctions linéaires et constantes sont des fonctions affines particulieres.




Proposition 8
On se place dans le plan muni d’un repere orthogonal d’origine O.

(1) La représentation graphique d’une fonction affine sur R est une droite non parallele a axe des
ordonnées.

Cette droite passe par l'origine dans le cas ou cette fonction est linéaire.

Cette droite est parallele a ’axe des abscisses dans le cas ou cette fonction est constante.

(2) Réciproguement, toute droite non parallele a 'axe des ordonnées est la représentation graphique
d’une fonction affine (plus précisément d’une fonction linéaire dans le cas ou cette droite passe par
0, d’une fonction constante dans le cas ou cette droite est parallele a 'axe des abscisses).

Définition 7

Soient ¢ une fonction affine sur R définie par ¢(x) = mx + p, et (d) sa droite représentative dans un
repere orthogonal du plan.

Onaalors (d):y = mx + p.

L'équation y = mx + p est appelée équation cartésienne réduite de la droite (d).

Le réel m est appelé coefficient directeur de la droite (d), le réel p est appelé ordonnée a l'origine
de la droite (d).

Remarque 9
Une droite parallele a axe des ordonnées n’est pas la représentation graphique d’une fonction. Elle

admet pourtant une équation cartésienne réduite du type x = a, ou a est 'abscisse commune a tous
les points de cette droite.

Exemple 4
Sur le graphique ci-dessous, les droites (d;), (d,) et (d3) représentent respectivement :

. . 1
- lafonction affine f: x — Ex +3;
- lafonction linéaire f,: x » —2x;

. , . 3 3
- la fonction constante (égale a — 5 sur R) fz:x = — 3"

La droite (d,) ne représente aucune fonction.

(dy):x =3

)y = -3 |
3y = 2 :

-3

Remarque 10
On a rappelé dans les cours précédents comment déterminer le sens de variation et le signe d’'une

fonction affine !




2. Fonctions polynomiales

Définition 8
On appelle fonction polynomiale (ou polynéme) toute fonction numeérique P telle que :

P:R-> R

x P YR oapx® = ag + agx + azx? + -+ apx™

Ou n est un entier naturel et, pour tout entier naturel k de l'ensemble [0; n], a; est un réel fixé
(indépendant de x).
Lesréels agy, aq, ..., a, sont appelés les coefficients de P.
Le plus grand entier k, de l'ensemble [0; n], tel que a,, # 0, est appelé le degré de P, noté deg(P).
Ce réel a,, est alors appelé le coefficient dominant de P.
Pour tout entier naturel k de U'ensemble [[0; n], la quantité akx" est appelée monéme de degreé k de
P.

Remarque 11
(1) Une fonction polynomiale est, sauf restriction apportée par 'énoncé, définie sur R. Dans la suite

du cours, les fonctions polynomiales considérées sont donc définies sur R.
(2) Avec les notations de la définition précédente, on note souvent un polynéme de maniere formelle
comme ceci:

P(X) =ag+ a1 X + aX? + -+ a, X"
(3) La fonction polynomiale dont tous les coefficients sont nuls est appelée fonction polynomiale
nulle ou polynéme nul.
(4) Les fonctions polynomiales de degré 0 sont les fonctions constantes sur R, les fonctions
polynomiales de degré 1 sont les fonctions affines, les fonctions polynomiales de degré 2 sont les
fonctions trinbmes du second degré.
(5) Par convention, le degré de la fonction polynomiale nulle est —oo.
(6) En réalité, un polyndme et une fonction polynomiale ne représentent pas le méme objet, mais on
identifie souvent les deux, comme par exemple en filiere ECT.

Exemple 5
Les fonctions f, g, h, k et t, définies sur Rpar f(x) = x3 —2x2 + 1, g(x) = x? + 3x — 2,
h(x) = —x?,k(x) = 7x + 1 et t(x) = 6, sont des fonctions polynomiales. Donner leur degré et leur

coefficient dominant.

Proposition 9
(1) Deux polynébmes sont égaux si, et seulement si, ils ont le méme degré et les mémes coefficients.

(2) Un polynéme est le polyndme nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls.

Proposition 10
Soient P et Q deux fonctions polynomiales non nulles. On a:

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Exemple 6
En reprenant Uexemple précédent, déterminer le polyndme hk. L’égalité donnée par la proposition
précédente est-elle bien vérifiée ?
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Théoreme (et définition) 1 (de division euclidienne)
Soient A et B deux fonctions polynomiales, avec B non nulle (c’est-a-dire non égale a la fonction
polynomiale nulle).
Il existe un unique couple (@, R) de fonctions polynomiales telles que :

A(x) = B(x) X Q(x) + R(x) etdeg(R) < deg(B)
Les fonctions polynomiales Q et R sont respectivement appelées quotient et reste dans la division
euclidienne de A par B.

Exemple 7
En reprenant U'exemple précédent :

(1) Donner le quotient et le reste dans la division euclidienne de f par g.
(2) Donner le quotient et le reste dans la division euclidienne de g par k.
(8) Donner le quotient et le reste dans la division euclidienne de k par f.

Remarque 12
Avec les notations du théoreme précédent :

(1) Attention, pour que les fonctions polynomiales Q et R soient respectivement le quotient et le reste
dans la division euclidienne de A par B, il ne suffit pas d’écrire A(x) = B(x) X Q(x) + R(x), il faut
également impérativement deg(R) < deg(B).

(2) Comme on l’a vu dans U'exemple précédent, dans le cas ou deg(A) < deg(B), alors, dans la
division euclidienne de A par B, le quotient est la fonction polynomiale nulle et le reste est A !

(3) Lorsque R est la fonction polynomiale nulle, on dit que B divise 4 ou que A est divisible par B.

Théoreme 2
Soient A et B deux fonctions polynomiales, avec B non nulle. Dans la division euclidienne de A par B,
en notant Q le quotient,ona:

deg(Q) = deg(A) — deg(B)

Définition 9
Soient P une fonction polynomiale et a un réel.
On dit que a est une racine de P lorsque P(a) = 0.

Théoreme 3
Soient P une fonction polynomiale et « un réel. On a alors :
a estune racine de P si, et seulement si, il existe une fonction polynomiale Q telle que :

P(x) = (x —a2)Q(x)

Autrement dit, a est une racine de P si, et seulement si, P est divisible par X — «.

Exemple 8
On considére le polynéme P(X) = 5X3 — 20X? + 15X + 90.

(1) Justifier que —2 est une racine de P.
(2) En déduire les réels a, b et c tels que P(X) = (X + 2)(aX? + bX + ¢). (2 méthodes !)
(3) Factoriser le polynédme P au maximum. En déduire le signe de P sur R.
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3. Fonctions rationnelles

Définition 10
On appelle fonction rationnelle toute fonction k égale au quotient i, ou f et g sont des fonctions

polynomiales.

Remarque 13
Avec les notations de la définition précédente, une fonction rationnelle est définie sur R\E, ou E est

’ensemble (éventuelle vide) des racines de g.

Exemple 9
L s . . —10x2+11x+11
On considére la fonction rationnelle f: x = f(x) = %

(1) Déterminer lensemble de définition Dy de la fonction f.
(2) Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout réel x de Dy, f(x) = ax + b + ﬁ (deux
méthodes).

(8) En déduire le sens de variation de f sur les intervalles | — oo; —%[et] — %; +oo].
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