ECT1 - Mathématiques

Theéme 12 - Probabilités - cours n°2 : conditionnement et
indépendance en probabilités

1. Conditionnement - Probabilité d’une intersection d’événements

1.1. Probabilités conditionnelles

Définition 1 (probabilité conditionnelle)
Soient (Q,P (L), P) un espace probabilisé et A un événement de Uunivers (1 de probabilité non nulle.
Pour tout événement B de Uunivers (), on appelle probabilité de B sachant A, ce que U'on note P4(B),

le nombre réel défini par :
P(ANB)

PA(B) = PA)

Remarque 1
Avec les notations de la définition précédente :

(1) Le nombre P, (B) est aussi appelé probabilité de B sachant que A estréalisé ou probabilité de B
conditionnellement a 'événement A.

(2) Le nombre P,(B) n’existe qu’a condition que le nombre P(A) soit non nul, puisque 'on ne peut pas
diviser par 0.

(3) En général, ona P(A N B) # P,(B). On peut méme montrer que l'on a l'égalité P(A N B) = P,(B)
uniquement lorsque P(A) = 1, c'est-a-dire uniqguement lorsque l'événement A4 est certain. On veillera
donc a ne pas confondre «intersection » et « sachant que ».

(4) Calculer des probabilités sachant A revient a calculer des probabilités avec A comme nouvel
ensemble des résultats possibles de l'expérience aléatoire considérée :

En effet,ona P,(B) = 131(;4(_2)3)

probabilité de A, au lieu de s'intéresser a P(B) =

, ainsi on s'intéresse a la probabilité de A N B relativement a la
P(B) _ P(B) _ P(BNQ)
1 P(Q) P(Q)
la probabilité de B relativement a la probabilité de () (ou encore comme la probabilité de B sachant

Q).
Ainsi, calculer des probabilités sachant A revient a calculer des probabilités en supposant que
l'événement A est réalisé.

que l'on peut interpréter comme

Exemple 1
Dans une urne contenant 3 boules numérotées de 1 a 3, on tire au hasard une premiére boule. Elle y

est remise avec k autres boules portant également le numéro k, ol k désigne le numéro de la boule
obtenue.

(1) Donner la probabilité d'obtenir une boule portant le numéro 3 au deuxiéme tirage sachantqu'on a
obtenu une boule numérotée 3 au premier tirage. On considerera pour cela les événements suivants :
A : «on obtient une boule portant le numéro 3 au premier tirage »

B : «on obtient une boule portant le numéro 3 au deuxieme tirage »

(2) En déduire la probabilité d’obtenir une boule portant le numéro 3 aux premier et deuxiéme tirages.




Proposition 1
Soient (Q,P (L), P) un espace probabilisé et A un événement de Uunivers (1 de probabilité non nulle.
On a le résultat suivant :
Lapplication P,:P(Q) = [0; 1] est une probabilité.
B » Py(B)

Corollaire 1

Soient (Q,P (), P) un espace probabilisé et A un événement de Uunivers () de probabilité non nulle.
Les propriétés des probabilités (c’est-a-dire les propriétés de la proposition 1 du theéme 9) sont alors
vérifiées par P,. En particulier :

(1) PA(@) = 0;

(2) pour tout événement B de lunivers 0,0 < P4,(B) < 1;

(3) pour tout événement B de lunivers Q,P,(B) = 1— P(B) ;

(4) pour tous événements B et C de univers Q tels que B c C, P4(B) < P4(C) ;

(5) pour tous événements B et C de Uunivers Q,P4(BUC) = P4(B) + P4(C) — P4(B N C) (formule
de Poincaré) ;

(6) pour tous événements B et C incompatibles de Uunivers Q, P,(B U C) = P4(B) + P,4(C);

(7) plus généralement, pour toute famille (Bj, ... , B,) d’événements de Lunivers () deux a deux
incompatibles, P,(U}L; B;) = 211 P4(B)).

Remarque 2
En pratique, on ne détermine que rarement P4(B) a partir de P(A N B) etde P(A). On détermine plutot

P(A N B) apartirde P4(B) etde P(A) (ou a partir de Pz(A) etde P(B)). On peut pour cela utiliser le
résultat qui suit (comme vu dans Uexemple précédent).

Proposition 2

Soient (Q,P (L), P) un espace probabilisé et (4; B) un couple d’événements de Uunivers (1 de
probabilités non nulles. On a les résultats suivants :

(1) P(ANB) =P4(B)P(4);

(2) P(A n B) = Pz(A)P(B).

Démonstration :

Remarque 3
Dans le cas ou A ou B est de probabilité nulle, ona P(A N B) = 0. En effet, dans le cas P(4) = 0,on a

ANB cAetainsi0 < P(ANB) <P(A) =0,doule résultat (dans le cas P(B) = 0, l'inclusion
AN B c B permetde conclure de la méme facon).

1.2. Formule des probabilités totales

Théoreme 1 (formule des probabilités totales)

Soient (Q,P(Q), P) un espace probabilisé, n un entier naturel non nul et (44, ... ,4,)) un systéme

complet d’événements de Uunivers ().

(1) Comme vu dans le theme 9, on rappelle la premiere version de la formule des probabilités totales :
pour tout événement B de lunivers Q, P(B) =}, P(4; N B)

(2) En voici la deuxieme version :




pour tout événement B de Uunivers Q, P(B) = X"y P(A;)P4,(B)

Démonstration : le (2) est une conséquence directe du (1) et de la proposition 2.

Exemple 2

On reprend la situation de U'exemple 1.

Déterminer la probabilité de l'événement B : «on obtient une boule portantle numéro 3 au deuxieme
tirage » . On notera pour cela, pour touti de [1; 3], 4; 'événement: « on obtient une boule numérotée
[ au premier tirage » .

Remarque 4
On retiendra que cette formule permet de faire apparaitre des probabilités conditionnelles, ce qui

peut s'avérer extrémement utile, par exemple dans les situations faisant intervenir des expériences
aléatoires successives dont les conditions évoluent selon les résultats obtenus.

1.3. Formule de Bayes

Théoreme 2 (formule de Bayes)
Soit (,P(Q), P) un espace probabilisé.
(1) Avec (4; B) un couple d’événements de Uunivers Q de probabilités non nulles, on a :

P(A)P,(B
Pp(A) = “TAE

(2) Avec (44, ... ,A,) un systeme complet d’événements de probabilités non nulles de Lunivers (1, on
a:

(formule de Bayes)

P(A)P4;(B)
k=1P(AK)P 4, (B)

Vi€ [1;n],Pg(4;) = 5 (formule de Bayes généralisée)

Démonstration :

Exemple 3

On reprend la situation des exemples 1 et 2 précédents.

On note C ’événement « on obtient une boule portant le numéro 2 au deuxiéme tirage ».
Déterminer la probabilité que Uon ait tiré une boule numéro 3 au premier tirage sachant que U'on a
obtenu une boule portant le numéro 2 au deuxieme tirage.

Remarque 5

(1) On peut se permettre de ne pas apprendre par coeur la formule de Bayes car il est tres facile de la
retrouver, en revanche il estimportant de se souvenir que celle-ci permet, en quelque sorte,

« d’inverser le sachant » ou de «remonter le temps ».

(2) Le théoreme qui suit est une généralisation de la proposition 2 précédente.

1.4. Formule des probabilités composées

Théoreme 3 (formule des probabilités composées)

Soient (Q, P(Q), P) un espace probabilisé, n un entier supérieur ou égala 2 et (44, ... , A,) une famille
d'événements de l'univers Q. On suppose que P(A; N A, N ...NA,_;) # 0.

Onaalors:

P(A;NnA;N..NAy) = P(A1) X Py (A2) X Py na, (A3) X Py naynas(As) X o X Py onayn..na, (An)
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Exemple 4
Ondispose d'une urne contenant 4 boules blanches, 5 boules noires et 6 boules vertes.

(1) On effectue 4 tirages successifs et sans remise d'une boule dans l'urne.
Déterminer la probabilité d'obtenir 1 boule blanche, 2 boules noires et 1 boule verte dans cet ordre.
On notera pour cela, pour tout i de [1,4], les événements suivants :
B; : «on obtient une boule blanche au i-eme tirage »

N; : «<on obtient une boule noire au i-éme tirage »

V; : «on obtient une boule verte au i-eéme tirage »
(2) On effectue 3 tirages successifs et sans remise d'une boule dans l'urne.
Déterminer la probabilité d’obtenir 2 boules vertes et une boule noire.
(On utilisera les mémes notations.)

Remarque 6
(1) Avec les notations du théoréme précédent, soit un entier j appartenanta [1,n — 1]. Ona alors :
A;NA;N..NA, 1 CA NA N N4
Ainsi :
P(A;nA;N..NA,4) <P(A;NnA;N ..n4))
On en déduit, puisque P(A; N A, N...NA,_;) #0:
0< P(A;NA;N..NApy) <P(A;NA; NN 4))
Ainsi:
vje[l,n—1],P(A;NA;N..N4)#0
On en déduit que les nombres Py (A3), Py, na, (A3), -, Pa,nayn..na,_,(An1) €t Pa na,n..na,_, (Ay) sont
tous bien définis.
(2) Dans le cas particulier d'une intersection de 3 événements, l'égalité précédente se réécrit:
P(ANBNC)=P(A) X Py(B) X Pynp(C)
Dans le cas particulier d'une intersection de 4 événements, elle se réécrit :
P(ANnBNCND)=P(A) XPy(B) X Pyrg(C) X Pynpnc(D)
Etc.

2. Indépendance en probabilités

2.1. Indépendance de deux événements

Définition 2 (indépendance de deux événements)
Soient (,P(Q), P) un espace probabilisé, ainsi que A et B deux événements de l'univers Q.
On dit que A et B sontindépendants si, et seulement si, P(A N B) = P(A) X P(B).

Exemple 5
Soient A et B deux événements d’un univers () d’une expérience aléatoire tels que :

P(A)=0,8; P(B) =0,3etP(AUB)=10,86
Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Remarque 7
(1) L'indépendance n'est pas une notion ensembliste mais une notion probabiliste.




(2) Attention a ne pas confondre l'indépendance et l'incompatibilité de deux événements :
lincompatibilité de A et B permet d'obtenir l'égalité P(A U B) = P(A) + P(B) (etintervientdonc dans
le cas d'une réunion) tandis que l'indépendance de A et B permet d'obtenir 'égalité

P(ANn B) = P(A) X P(B) (etintervient donc dans le cas d'une intersection).

Proposition 3
Soient (,P(Q), P) un espace probabilisé, ainsi que A et B deux événements de l'univers Q) avec A de

probabilité non nulle. On a 'équivalence suivante :
A et B sont indépendants © P(B) = P,4(B)

Démonstration :

Remarque 8
(1) La proposition précédente montre que deux événements A et B sontindépendants (avec A de

probabilité non nulle) si, et seulement si, la probabilité de B et la probabilité conditionnelle de B
sachant A sont égales. On pourra donc retenir que A et B sontindépendants si, et seulementsi, « la
réalisation de l'événement A n'influe pas sur celle de B ».

(2) L'indépendance de deux événements peut se voir comme une réécriture de l'égalité

P(An B) = P(A) x P4,(B) quidevientP(ANn B) = P(A) X P(B).

2.2. Indépendance mutuelle d’événements

Définition 3 (indépendance mutuelle)

Soient (Q,P(Q), P) un espace probabilisé, n un entier supérieur ou égala 2 et (A4, ... , A,) une famille

d'événements de l'univers ().

On dit que les événements 44, 4,, ..., 4,, sont mutuellement indépendants si, et seulement si, pour

toute k-liste (iy, iy, ..., i) d’éléments deux a deux distincts de [1,n] (onadonc1 < k < n),ona:
P(A;NnA,N..NA;) =P(A;,)x P(A;,) X ...x P(4;,)

Exemple 6
(1) Soient A, B et C trois événements d’un univers () d’une expérience aléatoire.

Les événements A, B et C sont mutuellementindépendants si, et seulementsi :
P(AnB)=P(A)P(B),P(ANnC)=P(A)P(C),P(BNnC)=P(B)P(C)

etP(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)
(2) On considere un dé a six faces parfaitement équilibré et numéroté de 1 a 6. On le lance une
premiere fois, puis une deuxieme fois, en notant a chaque fois le chiffre obtenu. On considere alors
les événements suivants :

A: «le premier chiffre obtenu est pair »
B: «le deuxieme chiffre obtenu est pair »
C : «la somme des deux chiffres obtenus est paire »

(1) Les événements A4, B et C sont-ils deux a deux indépendants ?
(2) Les événements A, B et C sont-ils mutuellementindépendants ?

Remarque 9
(1) Avec les notations de la définition précédente, si A4, 4,, ..., A, sont mutuellementindépendants,
on a en particulier :
P(AiNnA,Nn..NA,) =P(A,)XP(A,) X ..xP(4,)
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Egalité que l'on peut interpréter comme une réécriture de la formule des probabilités composées,
puisque l'égalité :

P(A;NnA;N..NAyp) = P(A1) X Py, (A2) X Py na, (A3) X Py naynas(Aa) X o X Py nayn..na, (An)
devient:

P(AiNnA,Nn..NA,) =P(A,) XP(A,) X ..xP(4,)

(2) On se permet souvent de parler d' «indépendance » a la place d' «indépendance mutuelle » dans
les exercices.
(3) Etant donnés les deux points précédents, on peut retenir que lorsqu'on est amené a déterminer la
probabilité d'une intersection d'événements, il est pertinent de commencer par déterminer si les
événements considérés sont (mutuellement) indépendants ou non : en cas d'indépendance on utilise
'égalité de la définition précédente, sinon on utilise la formule des probabilités composées (en cas de
doute, on peut utiliser la formule des probabilités composées, qui est valable que l'on ait
indépendance des événements considérés ou non).
(4) ILne faut pas confondre « indépendance mutuelle » etindépendance « deux a deux » !
Lindépendance mutuelle implique de maniére triviale U'indépendance deux a deux, mais la
réciproque estfausse !
(5) L'indépendance est le plus souvent supposée acquise. Le cas le plus fréquent est celui
d'expériences aléatoires successives, situation dans laquelle on peut, lorsque cela est adapté (cf. les
exemples suivants), faire l'hypothése de modélisation consistant a supposer que des événements
définis relativement a des expériences aléatoires deux a deux distinctes sont mutuellement
indépendants. On parle alors d'expériences aléatoires indépendantes et d’indépendance
«haturelle ».

Exemple 7
(1) Un joueur lance 3 fois de suite un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Les événements «le
joueur obtientun 6 au premier lancer », « le joueur obtient un nombre pair au deuxieme lancer », « le

joueur obtientun 1 au dernier lancer » sont mutuellement indépendants.

(2) D'autres expériences aléatoires successives indépendantes sont les suivantes : tirages successifs
avec remise, lancers successifs d'une piece, lancer d'une piece puis d'un dé, etc.

(3) Reprendre 'exemple 4 précédent, mais cette fois avec des tirages avec remise.

Théoreme 4

Soient (Q,P(Q), P) un espace probabilisé, n un entier supérieur ou égala 2 et (A4, ... , A,) une famille
d'événements de l'univers ().

(1) Si les événements A4, 4,, ..., A, sont mutuellementindépendants, il en va de méme des
événements By, B,, ..., B, ou, pour tout entier k de [1,n], B, désigne A, ou 4.

(2) Si les événements A4, A4,, ..., A, sont mutuellement indépendants, alors tout événement formé
avec certains d’entre eux estindépendant de tout événement formé a partir d’autres.

Exemple 8
Soient 4, B et C trois événements d’un univers () d’une expérience aléatoire mutuellement

indépendants.

(1) On a alors (d’aprés le (1) du théoreme précédent) :

A, B et C sont mutuellement indépendants ; 4, B et C sont mutuellement indépendants ;
A, B et C sont mutuellement indépendants ; 4, B et C sont mutuellementindépendants ;
A, B et C sont mutuellement indépendants ; 4, B et C sont mutuellementindépendants ;

6




A, B et C sont mutuellement indépendants.

(2) Par exemple (d’aprés le (2) du théoréme précédent), A U B et C sont indépendants, tout comme A
etBncC.

Remarque 10
Le (2) du théoreme précédent s’appelle aussi parfois le « lemme des coalitions ».



