ECT1 - Mathématiques

Fiche de cours —fonctions numériques : passage a la limite dans les
inégalités, théoremes de comparaison

Théoreme 1 (dit de lencadrement ou « des gendarmes »)
La lettre a désigne un réel, —oo ou +oo. Soient f, g et h trois fonctions définies au voisinage de «a, ainsi
gu’un réel 4, tels que :
-lim f(x) = lim h(x) =¥¢;

X-a X—->a
- pour tout réel x voisinde a, f (x) < g(x) < h(x).
Alors lim g(x) = ?.

X

Exemple 1
(1) Soit la fonction g définie sur Uintervalle ]0; +oo[ par g(x) = ? On cherche dans cette question 2
déterminer xl_IHlm g(x) avec deux méthodes différentes.
(a) 1° méthode
Calculer xl_i)rpoo g(x) directement en utilisant les opérations sur les limites.
(b) 2°™ méthode
Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, 0 < g(x) < % En déduire xl_i)rlloog(x).

(2) Soit la fonction f définie sur Uintervalle ]0; +oo[ par f(x) = xx+1

. On cherche dans cette question
a déterminer lirP f(x) avec deux méthodes différentes.
X—+00

(a) 1% méthode

Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, f (x) = /1 + xiz En déduire lim f(x)
X—+00

directement en utilisant les opérations sur les limites.

(b) 2°™ méthode
Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, x2 < x? + 1 < (x + 1)2. En déduire un
encadrementde f(x) sur Uintervalle ]0; +oo[ . En déduire xl_iHloof(x)'

Remarque 1
(1) Dans le théoreme précédent, dans Uexpression « pour tout réel voisin de a », iLfaut comprendre :

- pour tout réel x d’un intervalle de la forme ]A4; +oo[, avec A un réel, dans le cas ou a désigne 4o ;

- pour tout réel x d’un intervalle de la forme | — oo; B[, avec B un réel, dans le cas ou a désigne —o ;
- pour tout réel x d’un intervalle de la forme Ja — r; a + r[, avec r un réel strictement positif, dans le
cas ou a désigne un réel.

(2) Le théoreme précédent reste vrai si a estun réel et que 'on s'intéresse uniguement aux limites a
droite en a ou a gauche en a. Dans ce cas, dans U'expression « pour tout réel voisin de a », il faut
comprendre :

- pour tout réel x d’un intervalle de la forme Ja — r; a[, avec r un réel strictement positif, dans le cas
ou on s’intéresse uniquement a la limite a gauche ;

- pour tout réel x d’un intervalle de la forme Ja; a + r[, avec r un réel strictement positif, dans le cas
ou on s’intéresse uniquement a la limite a droite.




Théoreme 2

La lettre a désigne —oo ou +o0. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de «a telles que, pour
tout réel x voisinde a, f (x) < g(x).

(1)Si )lci_rgf(x) = 400, alors 9161_1:% g(x) = +oo (théoréme de comparaison par minoration) ;

(2) Silim g(x) = —oo, alors lim f(x) = —oo (théoreme de comparaison par majoration).
X->a xX->a
Exemple 2
ex

(1) Soit la fonction f définie sur Uintervalle ]0; +oo[ par f(x) = On cherche dans cette question a

Vx
déterminer lirll f(x) avec deux méthodes différentes.
X—>+00

(a) 1% méthode

En remarquant que, pour tout réel x strictement positif, (\/E)Z = x, déterminer lim f(x).
(b) 28™ méthode

Démontrer que, pour tout réel x de Uintervalle [1; +oo], Z—x < f(x). En déduire xl_i)inoof(x).

(2) On considere la fonction partie entiére k (notée floor en anglais). On rappelle qu’elle est définie
pour tout réel x par k(x) = |x], ou la notation | x| désigne le plus grand entier inférieur ou égal a x.
(a) Justifier que, pour toutréel x, |x| < x < |x] + 1.
(b) En déduire un encadrement de k(x).
(c) En déduire xl_i)r_noo k(x) et xl—1>r—+¥loo k(x).

(8) On se propose de démontrer dans cette question que lirp e*¥ = 4oo0.
X—>+00

(a) En étudiant la fonction f définie sur R par f(x) = e* — x — 1, démontrer que, pour tout réel x
de cetintervalle, e* = x + 1.

(b) En déduire lim e”*.
X—>+0o

Théoreme 3 (passage a la limite dans les inégalités)

La lettre @ désigne —oo ou +00. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a telles que, pour

tout réel x voisinde «, f (x) < g(x).On suppose que lim f(x) = ¢, et lim g(x) = ¥,, ol (£1;¥,) est
X—-a X

un couple de réels fixés. On a alors :
£, <4,

Remarque 2
(1) Les deux théoremes précédents reste vrais si a est un réel et que l'on s'intéresse uniquement aux

limites a droite en a ou a gauche en «. Le lecteur se reportera a la remarque précédente pour revoir ce
que Uon entend alors par « pour tout réel x voisin de a ».

(2) Attention, le théoréme précédent sous-entend que, méme si pour tout réel x voisin de «a,

f(x) < g(x),alors £, < ¢,.

Exemple 3
On considere une fonction f définie sur R telle que :

x+1
-VXE]R,O<f(X)<m,

- la fonction f admet pour limite le réel £ en +co.
Déterminer un encadrementde 4.




