ECT1 - Mathématiques

Analyse - TD n°8 : limites et continuité

Exercice 1 (lectures graphiques)
On considere la fonction f dont la représentation graphique Cr est donnée ci-dessous dans un repére
orthonormé du plan.

(1) Donner lensemble de définition Dy de f.

(2) La courbe Cr admet-elle des asymptotes ? Si oui, donner leurs équations.
(3) Donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

(4) (a) La limite de f en —1 existe-t-elle ? Si oui, a quoi est-elle égale ?

(b) Méme question pour la limite de f en 1.

(c) Méme question pour la limite de f en 0.

(d) méme question pour la limite de f ene + 1.

Exercice 2 (une allure possible)
Tracer dans un repére orthogonal du plan une allure possible de la courbe C; d’une fonction f telle

que:
-Dy =R;
- La droite d’équation y = —x — 3 est asymptote oblique a Cr au voisinage de —;
-f(=2)=12;
- lim f(x) et lim f(x) existent et sont finies, maisxlirflzf(x) n’existe pas ;

x<-2 xXx>—2

- Uaxe des abscisses est asymptote horizontale a Cr au voisinage de + ;

Exercice 3 (des allures possibles)
(1) Dans chacun des cas suivants, tracer une allure possible de la courbe représentative de la
fonction f dans un repére orthogonal.

a) f est définie sur R avec xl_i)r_noof(x) =0et xl_i)rfloof(x) =+

b) f est définie sur R* avec lirél_f(x) =1, lirgl+f(x) =t et lirp f(x)=0
X— xX— X—>+00
c) f est définie sur Uintervalle ]2; +oo[ avec lin% f(x) =5, lirréf(x) =2et lirP f(x) =§
X— X— X—+ 00
d) f estdéfinie sur Ravec lim f(x) =0, lirgl_ f(x) = +ooet lirgl+ f(x) =
X—>—00 X— x>

(2) Pour chacun des cas précédents, indiquer les éventuelles droites asymptotes horizontales ou
verticales.




Exercice 4 (limites aux bornes et asymptotes)
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les limites aux bornes de son ensemble de
définition. Indiquer les éventuelles asymptotes verticales ou horizontales, le cas échéant.

(‘I)f:x'—>f(x)=2x2—3x+g (2)g:x'—>g(x)=\/%

(3)h:x|—>h(x)=3x—g (4)k:xn—>k(x)=\/x2+1—x—i4
Exercice 5 (calculs de limites)
Calculer les limites suivantes :
. x2-3 ) 1 . x6-3x*+2x%+1 . 5x-3 . 3\°0
(1) xl—1>r-|¥loo —2x3 (2) }cl—r}(l) zx (1 - ;) (3) xgglwm (4) }cli% \/E+11 (5) xl—l>I-Poo (1 + ;)
3x3+2x%+1 \ 2 . (x—2x2)(x+1) . (x-1)*\3 . x3-64
(6) xI—IHIOO (2x3—2x+789) (7) x1—1>r-|poo 7x5—4 (8) ;lclir} ( Vvx—-1 ) (9) }cl_r}}; x2-16
. Vitx—J/1—-x . . Vi4+x3-vV1—x3
(10) ;}L%LT (11)xgrpm(V1 +x—v1+ 2x) (12) xll)rglJrT
) 2 4 ] x3-5x%2+6x _ ) x3-5x%+6x _
(13) lim (3x +1 ﬁ) (14) lim 3% -x)  (15) lim 552 -x)

(16) lim

xX—+0co

Exercice 6 (limites d’une fonction rationnelle, asymptotes)

2_
Soit la fonction f définie sur R\{1} par f(x) = Mx%“. On note Cr sa courbe représentative dans un

repere orthogonal du plan.
(1) (a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
(b) Déterminer lin(‘% f(x).

X—

(2) (a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x de R\{1}, f(x) = ax + b + xTC1
(b) En déduire que Cr admet une asymptote oblique aux voisinages des infinis.
(3) Tracer une allure possible pour la courbe Cs.

Exercice 7 (limites de fonctions rationnelles, asymptotes)
On consideére les fonctions suivantes :

_ x%-x
fixm fa) =22
2
gix e g(x) — x“—=5x+9
x+1
3x2-5x47

(1) Déterminer les asymptotes verticales associées a chacune des courbes représentatives de ces
fonctions.

(2) Existe-t-il des asymptotes horizontales associées aux courbes représentatives de ces fonctions ?
(3) Pour chacune des fonctions données, utiliser une division euclidienne de polyndmes pour
déterminer une droite asymptote au voisinage des infinis.



Exercice 8 (limites d’une fonction rationnelle, asymptotes)

3
On considere la fonction f définie sur R\{1} par f(x) = (x)—c_1)2 et de courbe représentative notée C.
(1) Déterminer la limite de f en 1. En déduire une équation d’une droite asymptote a la courbe C.
(2) Démontrer que la droite (d): y = x + 2 est asymptote a C au voisinage de +oo. L’est-elle aussi au
voisinage de —oo ?

(3) Tracer une allure possible pour C dans un repére orthonormal.

Exercice 9 (étude d’une branche infinie)
On consideére la fonction h:x = h(x) = 2/x =7 + % On note C sa courbe représentative.

(1) Déterminer ’ensemble de définition de la fonction h ainsi que ses limites aux bornes de cet

ensemble.

(2) Calculer lirP % Qu’en déduit-on pour la branche infinie de C au voisinage de +oo ?
X—+ 00

(3) Tracer une allure possible pour C dans un repére orthonormal.

Exercice 10 (études de continuité)
Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leurs ensembles de définition respectifs.

—%x six € [-2;0[
0 sinon

b

(1) f est définie sur [—2; +oo[ par{

X .
(2) @ est définie sur [1; +oo[ par {; —1six € [L;3[,

2x — 3 sinon
x —3six € [0;4]
s ope . + .
(3) g est définie sur R par{ % sinon ;
3x +2six € [—1; +oo]

(4) Y est définie sur R par { f:Talc sinon ;

2x* —1six €] — ;2]
3vx + 2 + 1 sinon
(6) ¢ est définie sur Rt par{l + 2vx si x €] — oo; 4].
2 — 3x + x? sinon

(5) h est définie sur R par{

Exercice 11
Soit a un nombre réel fixé. Dans les deux cas suivants, déterminer les valeurs de a pour lesquelles les
fonctions considérées sont continues sur leurs ensembles de définition respectifs.
ax? —2xsix €] —oo; 1|
—+/x + 3 sinon
ax + x? six €] — o0; 3[

(1) f est définie sur R* par{

(2) g est définie sur R* par{ 4_ % sinon



