ECT1 - Mathématiques

Analyse — TD n°13: applications, fonctions et bijectivité

A/ Applications

Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, justifier que chaque application est bien définie et déterminer si elle
est bijective. Donner sa bijection réciprogue le cas échéant.
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Exercice 2
(1) On consideére la fonction u définie sur R\{1} par u(x) = %

Dresser le tableau de signes de u.
(2) On considere maintenant la fonction f définie sur Uintervalle I = [0; +oo[ par:

2
f(x) - 1ix2
(a) Discuter, suivant les valeurs du réel m, le nombre de solutions de Uéquation (E,,): f(x) = m.
(b) En déduire que f réalise une bijection de Uintervalle I sur un intervalle J que U'on déterminera.

(c) Donner Uexpression de la bijection réciproque f~1de f.

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur Uintervalle I = [0; 1] par f(x) = V1 —x2.

(1) Démontrer que, pour toutréelxde 1,0 < f(x) < 1.

(2) Discuter, suivant les valeurs du réel m, le nombre de solutions de U'équation (E,;): f(x) = m.
(3) En déduire que f réalise une bijection de Uintervalle I sur unintervalle J/ que U'on déterminera.
(4) Donner Uexpression de la bijection réciproque f~1de f.

Exercice 4

(1) Soit E un ensemble fini de cardinal n € N\{0; 1}. Démontrer qu’il n’existe pas de bijection de E
dansE X E.

(2) Soit E un ensembile fini de cardinal n € N. Démontrer qu’il n’existe pas de bijection de E dans
P(E).

Exercice 5
Soient E et F deux ensembles non vides. On considere deux applications f: E - Fetg: F — E telles
que:
VX€EE,(gof)(x)=xetVx€eF,(fog)(x) =x
(1) Démontrer que f réalise une bijection de E sur F.
(2) Démontrer que g est la bijection réciproque de f.

B/ Avec des fonctions nhumeériques

Exercice 6
Démontrer que la fonction f:x - f(x) = x3 — 2x? + x + 1 admet au moins une racine réelle.
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Exercice 7
On consideére la fonction p définie sur R par p(x) = 3x* + 4x3 — 12x2 + 4.
Déterminer le nombre exact de solutions dans R de U'équation (E): p(x) = 0.

Exercice 8
On considére la fonction f définie par f(x) = Vx3 —x+ 1.
(1) On pose p(x) = x3 —x + 1.
(a) Etudier les variations de la fonction p sur R.
(b) Déterminer le nombre de solutions de U'équation (E): p(x) = 0.
(c) En déduire le signe de la fonction p sur R.
(d) En déduire 'ensemble de définition D¢ de f.
(2) Etudier les variations de la fonction f surDf etdonner lintervalle image | = f(Df).
(3) La fonction f réalise-t-elle une bijection de D sur ] ? Justifier.

Exercice 9
Dans chacun des deux cas suivants :
(a) Déterminer I = Dy ;
(b) Justifier que f réalise une bijectionde I sur f (1) ;
(c) Déterminer la bijection réciproque f~1 de f.
(M) f:x—>+=3x+5
(2) f:x—>+2x -3

Exercice 10 (d’apres sujet de concours EC)

Soit f la fonction numérique définie sur R par f(x) = \/1-:'4L-_x2-

(1) Démontrer que f est paire sur R.

(2) Etudier les variations de f sur Uintervalle [0; +oo].

(3) Déterminer la limite de f lorsque x tend vers +oo. Interpréter le résultat géométriquement.
(4) Démontrer que f estbornée sur R.

(5) Démontrer que f réalise une bijection de Uintervalle [0; +oo[ sur un intervalle | a préciser.
(6) Pour tout réel y de Uintervalle ]0; 1], déterminer Uunique réel x de Uintervalle [0; +oo[ tel que
y = f(x). Déterminer alors la bijection réciproque f ~1 de la fonction f.

Exercice 11

(1) Soit g la fonction définie sur R par g(x) = x3 — 3x — 3.
(a) Démontrer que ’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans R.
(b) En déduire le signe de la fonction g sur R.

2x3+3
(2) Onpose f(x) = ;2_1 .
(a) Déterminer U'ensemble de définition D de f.

(b) Justifier que f est dérivable sur R\{—1;1} etque l'ona:
vx € R\{—1;1}, f'(x) = 24X

(x*-1)?
(c) En déduire le tableau des variations complet de f et vérifier que f réalise un minimum local
3(2a+3)
valant o



